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Рассмотрены методы оценки качества надежности фундаментов машин и механиз-
мов с периодическими нагрузками по критерию амплитуды колебаний при разном 
объеме и недостаточной исходной статистической информации о контролируемых 
параметрах в математических моделях предельных состояний на стадии монтажа и 
эксплуатации. Контролируемые параметры в математической модели предельного 
состояния описаны вероятностными, возможностными и комбинированными ме-
тодами в зависимости от полноты (неполноты) статистической информации о них. 
При полной статистической информации о параметрах (случайных величинах) в 
математических моделях предельных состояний используют вероятностно-
статистические методы расчета надежности с описанием параметров функциями 
распределения вероятностей и получают однозначную вероятностную оценку уров-
ня надежности. При ограниченной (неполной) статистической информации о пара-
метрах (нечетких переменных) применяют возможностные методы расчета надеж-
ности, по которым она характеризуется интервалом вероятностей, где известны 
только его границы, т. е. результат расчета этим методом менее информативный. 
При наличии параметров как с полной, так и с ограниченной статистической  
информацией используют комбинированные методы расчета надежности, выбор 
которых зависит от вида информации. Благодаря описанию одних параметров ве-
роятностными методами, а других возможностными можно уменьшить диапазон 
расчетного интервала надежности, например фундамента, и повысить информатив-
ность результатов вычислений, что позволит более объективно принять то или иное 
решение. 
Ключевые слова: надежность фундамента машины, амплитуда колебаний, случайная ве-
личина, нечеткая переменная, возможность отказа, безотказная работа 

The article describes methods of reliability analysis of the foundations of machines and 
mechanisms under periodic loads with regard to the criterion of oscillation amplitude. 
These methods take into account the varying volume and quality of initial statistical 
information about the controlled parameters in mathematical models of limit states at the 
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stages of installation and operation. The controlled parameters in the mathematical model 
of the limit state are described by probabilistic, possibilistic and combined methods 
depending on the completeness (or incompleteness) of statistical information. With full 
statistical information about the parameters (random values) in mathematical models of 
limit states, probabilistic statistical methods are used for calculating reliability, with the 
description of parameters by probability distribution functions. As a result, a single-value 
probability estimate of the level of reliability of the foundation is obtained. With limited 
(incomplete) statistical information about the parameters (fuzzy variables), possibilistic 
methods of reliability calculations are used, according to which reliability is characterized by 
an interval of probabilities where only the boundaries of the interval are known, i.e. the 
result of the calculations is less informative. When dealing with parameters with both full 
and limited statistical information, combined methods are used for calculating reliability. 
The choice of the methods depends on the type of the information available. Due to the fact 
that some parameters can be described by probabilistic methods, while others by 
possibilistic ones, it is possible to reduce the range of the calculated reliability interval, for 
example that of the foundation, and to increase the information value of the calculation 
results, which will allow the designer to make decisions more objectively. 
Keywords: reliability of a machine foundation, oscillation amplitude, random value, fuzzy 
variable, possibility of failure, failure-free operation 

Согласно своду правил СП 26.13330.2012, при 
эксплуатации фундаментов машин с динамиче-
скими нагрузками должны быть предусмотре-
ны решения, обеспечивающие надежность, дол-
говечность и экономичность фундаментов, а 
техническое состояние фундаментов и машин 
должно гарантировать безопасность эксплуата-
ции машин и всей системы, а также безопас-
ность людей, окружающей среды, зданий и со-
оружений. Кроме того, от состояния фундамен-
та зависит качество выпускаемой продукции в 
процессе работы машины. 

К машинам с периодическими нагрузками 
относятся машины с вращающимися частями, 
кривошипно-шатунными механизмами, дро-
билки и др. Одной из мер качества фундамента 
и машины является их надежность, под кото-
рой в соответствии со стандартом [1], введен-
ном в марте 2017 г., понимается «свойство объ-
екта сохранять во времени способность выпол-
нять требуемые функции в заданных режимах и 
условиях применения, технического обслужи-
вания, хранения и транспортирования». Суще-
ствуют и другие, близкие к приведенному, 
определения надежности, представленные в 
работах [2, 3] и в ГОСТ Р 54257–2010. 

Надежность фундамента машины определя-
ется по контролируемым параметрам фундамен-
та, грунта, окружающих зданий и сооружений 
(СП 26.13330. 2012) в зависимости от требуемой 
точности и влияния этих параметров на работу 
фундамента и машины. Для расчета надежности 
механической системы или ее элементов необ-

ходима статистическая информация о контро-
лируемых параметрах, об их предельных значе-
ниях (ограничениях) и об их зависимости (неза-
висимости) от каких-либо факторов. 

Для представления взаимодействия элемен-
тов системы применяют структурные схемы 
или графы. Одним из показателей надежности 
любой механической системы или ее элемента 
является вероятность безотказной работы по 
тому или иному критерию работоспособности, 
которым для фундамента машины может быть 
амплитуда колебаний. 

В предлагаемой статье будем рассматривать 
надежность фундамента машины именно по 
этому критерию. Актуальность обозначенной 
проблемы возрастает в связи с развитием высо-
коточных технологических процессов на пред-
приятиях, изготавливающих сверхточные изде-
лия (такие как микропроцессоры, устройства на 
основе интегральных схем, линзы и телескопы с 
высоким качеством поверхности, приборы типа 
микроскопов, профилографов, голографиче-
ских установок и т. д.), а также с развитием вы-
сокоточных научных исследований, требующих 
контроля за амплитудой колебаний, вызванных 
различными причинами (даже двигающимися 
транспортными средствами вдали от исследуе-
мого объекта) [4]. Неслучайно в последнее вре-
мя проводятся теоретические и эксперимен-
тальные работы по измерениям амплитуд коле-
баний, разработке приборов для виброзащиты 
[5] и способов измерения и контроля парамет-
ров колебаний фундаментов и машин. 
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Постановка проблемы. Для расчета надежно-
сти по СП 26.13330.2012 «допускается использо-
вание вероятностных методов в теории надеж-
ности». Для вероятностно-статистических мето-
дов расчета надежности как машин, так и 
фундаментов исходные данные должны соби-
раться в необходимом объеме в зависимости от 
их изменчивости. Нередко объем статистиче-
ской информации оказывается недостаточным, 
и результаты расчета, полученные вероятност-
ными методами, могут быть некорректными из-
за необходимости вводить необоснованные 
предположения о видах функций распределения 
случайных величин, значениях их параметров 
и т. д. Однако это небезопасно, и последствия 
непредсказуемы. 

На стадии монтажа и эксплуатации ограни-
ченность статистической информации о кон-
тролируемых параметрах часто вызвана отсут-
ствием соответствующей службы, системы  
мониторинга, а при аварийных ситуациях 
природного и техногенного происхождения — 
отсутствием времени на выявление результа-
тов их воздействия на механические системы и 
изменения в технологических процессах.  

Цель работы — применение в таких случаях 
других методов расчета надежности [6, 7 и др.], 
появившихся в последнее время и используемых 
при ограниченных объемах статистических дан-
ных о контролируемых параметрах в расчетных 
моделях предельных состояний фундаментов 
машин и механизмов. 

 
Предлагаемые решения. Рассмотрим варианты 
методов расчета надежности при ограниченной 
статистической информации о контролируемых 
параметрах применительно к фундаментам и 
машинам с периодическими динамическими 
нагрузками по одному из критериев работоспо-
собности — амплитуде колебаний. Математиче-
ская модель предельного состояния амплитуды 
колебаний по СП 26.13330.2012 (с учетом измен-
чивости параметров, отмеченных волнистой ли-
нией над буквами) имеет следующий вид: 

  , ,h x uа a a l a        (1) 

где xa  — контролируемая амплитуда горизон-
тальных колебаний центра тяжести верхней 
фундаментной плиты (опорной платформы на 
ригелях рамы); a  — контролируемая амплиту-
да вращательных колебаний верхней фунда-
ментной плиты относительно вертикальной оси, 
проходящей через ее центр тяжести; l  — изме-

ренное расстояние от центра тяжести верхней 
плиты опорной платформы фундамента до оси 
наиболее удаленного подшипника машины; 

иa  — предельное значение амплитуды колеба-
ний фундамента, значение которой регламенти-
ровано сводом правил СП 26.13330.2012 или 
устанавливается заданием на стадии проектиро-
вания. В связи с этим ua  в дальнейшем прини-
маем детерминированной величиной. 

Расчет надежности рамных, стенчатых и дру-
гих фундаментов машин проводят по модели (1). 
Для измерения амплитуд колебаний xa  и a  
применяют различные приборы. Так, в последнее 
время амплитуду, фазу и частоту собственных и 
вынужденных колебаний измеряют с помощью 
приборов, описанных в работах [8, 9 и др.]. 

Представим выражение (1) в виде 
x иa а a l      или ,x уa а   где .у иa а a l      

Приведем формулу модели (1) к обобщенному 
виду: 
  ,Х Y  (2) 

где   ;xХ a      .иY а a l  Параметры X и Y со-
держат разные случайные величины, но приве-
дены к одной физической природе (иначе их 
нельзя сопоставлять). 

Рассмотрим варианты полноты (неполноты) 
описания контролируемых параметров и мето-
ды их использования при расчете надежности 
фундамента машины по критерию (2). 

В работе [10] отмечено, что вероятность, с од-
ной стороны, и пара возможность–необходи-
мость — с другой, соответствуют двум крайним, а 
значит, идеальным случаям. На практике встре-
чается и промежуточная ситуация, которая также 
будет представлена ниже. 

Вариант 1. Математическая модель пре-
дельного состояния для расчета надежности 
фундаментов имеет вид критерия (2), только в 
выражении    uY a a l  расстояние l  принято 
детерминированной величиной, в предположе-
нии малой ее изменчивости при измерениях. 
Объем информации о параметрах xa  и a  
ограничен. Из априорной или апостериорной 
информации не удается выявить функции рас-
пределения вероятностей случайных величин 
xa  и  .ya  Число измерений xa  и ya  мало, 

например, 5.n   Оценить среднее значение и 
меру изменчивости xa  и a  вероятностно-
статистическими методами практически мож-
но, но с большой долей неопределенности из-за 
ограниченности информации. В такой ситуа-
ции для расчета надежности целесообразно ис-
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пользовать метод, построенный на основе тео-
рии возможностей [6, 7, 10]. По этой теории 
находится возможность события  ,Х х  где 
Х — случайная величина (нечеткая переменная 
в терминах теории возможностей), а х — значе-
ние случайной величины. Согласно работе [6], 
Х характеризуется (описывается) функцией 
распределения возможностей  ( ),Х х  в качестве 
которой наибольшее применение получила 
функция [6, 7 и др.] 

 
      
   

2

( ) ехр ,х
Х

х

х ах
b

  (3) 

где max min0,5( )xa X X   — условное «среднее»; 
maxX  и minX  — максимальное и минимальное 

значение случайной величины; max0,5(xb X   
min )/ ln ,X    {0, 1}.   
Значением   задаются в зависимости от 

числа измерений, ответственности фундамента и 
всей системы от технического состояния фунда-
мента и других факторов, описанных в работе 
[11]. Такой же функцией распределения воз-
можностей будем описывать нечеткую перемен-
ную Y. 

Главным различием между вероятностью и 
возможностью [10] является то, что вероят-
ность Р некоторого события полностью опре-
деляется вероятностью Q противоположного 
события, т. е. 1 ,P Q   а возможность (или 
необходимость) некоторого события А и воз-
можность (необходимость) противоположного 
ему события связаны слабее, т. е. для этого тре-
буются два числа ( )A  и ( ),N A  где ( )N A  — 
мера необходимости события A. 

Предварительно по результатам испытаний 
(измерений) найдем минимальное minX  и мак-
симальное maxX  значения нечеткой перемен-
ной X и параметры , .X Xa b  Затем определим 
минимальное minY  и максимальное maxY  значе-
ния нечеткой переменной Y и параметры 

, ,Y Ya b  по которым сформируем функции рас-
пределения возможностей вида (3) для ( )X x  и 

( ).Y y  На рис. 1 показаны эти функции при 
.X Y  

Если ,X Ya a  что соответствует функциони-
рующему объекту и его фундаменту, то воз-
можность безотказной работы фундамента по 
критерию (1) 1.R   Возможность отказа Q 
определяется из функции ( )X x  по выраже-
нию (3) при *x x  или из функции ( )Y y  при 

* ,y x  как показано на рис. 1. Для этого пред-
варительно находят значение *x  из решения 

уравнения * *( ) ( )X Yx x    при соблюдении 
условия * .X Ya x a   

Пусть известны max min0,5( ),Xa X X   
max min0,5( )/ ln ,Xb X X     max min0,5( ),Ya Y Y   

max min0,5( )/ lnYb Y Y     при одинаковых зна-
чениях , тогда имеем  

* * .X Y

X Y

x a x a
b b
   

Отсюда определяют значение * ,x  которое 
как было отмечено ранее, должно удовлетво-
рять условию * ,X Ya x a   а затем — возмож-
ность отказа  

2
*exp X

X

x aQ
b

        
 

или  
2

*exp Y

Y

x aQ
b

        
 

и 1N Q   (см. рис. 1). Таким образом, надеж-
ность фундамента машины по критерию (1) бу-
дет характеризоваться интервалом [ , 1].N R   

Пример. Пусть известны 1xa   мм; xb   
= 0,3 мм; 2ya   мм;  0,2yb  мм. Как видно, 

,x ya a  поэтому 1.R   
Из равенства * *( ) ( )X Yx x    или  

* *1 2
0,3 0,2

x x   

имеем четыре корня. По условию *X Ya x a   
выбираем из них * 1,6x   мм.  

21,6 1,0exp 0,018,
0,3

Q
         

 

отсюда 0,982.N   Надежность фундамента по 
критерию (1) характеризуется интервалом 
[0,982; 1].  

Вариант 2. В расчетной модели бх иа a l a    
все параметры, кроме ,иa  являются нечеткими 

 
Рис. 1. Функции распределения возможностей 

( )X x  и ( )Y y  
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переменными и описываются функциями рас-
пределения возможностей вида (3). В этом слу-
чае используем принцип обобщения Л. Заде из 
теории нечетких множеств [12] по следующему 
алгоритму. Сформируем нечеткую переменную 

 ,xa Х  ,a Y   l Z   с одинаковым уровнем 
среза  в виде 
    ( ) .иT t X YZ a   (4) 

Функция ( )T t  будет характеризоваться не-
известной по форме функцией распределения 
возможностей ( ),T t  но по аналогии с ( ),X x  
содержит , ,t ta b  левую и правую ветви. 

Предварительно из выражения (3) найдем 
обратную функцию ln ( )x x xx a b x     или 

*ln ,x xx a b     где *( ) .x x    Аналогично 
определим *ln ,y yy a b     *ln .z zz a b     
По принципу обобщения Л. Заде из нечетной 
функции (4) определим обратную функцию че-
рез обратные функции нечетких аргументов. 

Для левой (возрастающей) ветви ( )T t  имеем 

  лев *lnx xt a b       

    * *ln ln .y y z za b a b        (5) 

Перед параметрами , ,x y zb b b  стоит знак ми-
нус. Это означает, что функция ( )T t  увеличи-
вается с ростом нечеткого аргумента. 

Для правой ветви ( )T t  получим 
   пр *lnx xt a b       

    * *ln ln .y y z za b a b        (5) 

Перед параметрами , , ,x y zb b b  наоборот, 
стоит знак плюс. 

В дальнейшем для краткости обозначим 
*ln .     Предварительно найдем из фор-

мул (5) или (5), «среднее» значение ta  при 
* ( ) 1T t     по средним значениям нечетких 

переменных , , .X Y Z  Имеем .t x y za a a a   При 
t ua a  с учетом выражения (4) будем прово-

дить анализ по правой ветви функции ( ),T t  
т. е. по соотношению (5), и использовать  
равенство из выражения (4) ut a  по наиболь-
шей обеспеченности надежности фундамента 
(при ut a  расчетная надежность будет боль-
ше): 
      пр .x x y y z z ut a b a b a b a          (6) 

Из формулы (6) найдем min  (по абсолют-
ному значению) и из     min*ln i  — значе-
ние 2

min* .e   Тогда с учетом * Q   имеем 
2min .Q e  При t ua a  возможность безотказ-

ной работы фундамента по критерию (1) 1,R   
а возможность отказа 2

min( )T иQ t a e     и 
1 .N Q   Надежность фундамента характери-

зуется интервалом [ , ]N R  или в вероятностных 
показателях [ , ],P P  где P  и P  — нижнее и 
верхнее значение вероятности отказа. 

Пример. Пусть известны значения 1 мм;xa   
0,3 мм;xb   31 10  рад;уa    –45 10 рад;уb    
500 мм;za   50 мм;zb   2,5 мм.иa   Поскольку 

1,5t x y za a a a    мм меньше 2,5ua   мм, 1.R   
Подставив в формулу (6) исходные значения па-
раметров, найдем  

          3 4(1 0,3 ) (10 10 )(500 50 ) 2,5.t  

Решив это уравнение, получим min 2,4   и 
22,4 0,0032.Q e   Следовательно, 0,9968.N   

Надежность характеризуется интервалом 
[0,9968; 1]. 

Вариант 3. В результате измерений xа  и a  
(при детерминированном значении )l  пред-
ставим, что объем и точность получаемых ре-
зультатов позволяют определить средние зна-
чения xа  и yl a a    и средние квадратические 
отклонения xS  и ,yS l S   но не позволяют по 
объему информации о xа  и a  выявить функ-
ции распределений X и Y для вероятностных 
методов расчета. Измерение l  показало малую 
изменчивость результатов, поэтому l  принята 
детерминированной величиной. При такой ста-
тистической информации о средних значени-
ях xa  и yl a a     для их описания используем 
функцию распределения, построенную на осно-
ве неравенства Чебышева [13, 14], аналитиче-
ские выражения которой для случайной вели-
чины X (при обозначении )xa X  представле-
ны в виде нижней ( )XF x  и верхней ( )XF x  
граничных функций распределения, а графиче-
ский вид — на рис. 2. 

 
Рис. 2. Граничные функции распределения 

(по Чебышеву) ( ),XF x  ( ),YF y  

( ) ( ) ( ),* **
X X XF x F x F x   ( ) ( ) ( )* **

Y Y YF y F y F y   
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Нижняя и верхняя граничные функции для 
случайной величины X определяются следую-
щими образом: 
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Условные функции плотностей распределе-
ния вероятностей (границ) ( )Xf x  и ( )Xf x  
находят дифференцированием функций ( )XF x  
и ( )XF x  по аргументу x. 

Условие (1) запишем в виде .x ua a a l     
Обозначим xa X  и ( ) .ua a l Y    Случайная 
величина Y также будет характеризоваться 
функцией распределения вида (7) со статис-
тическим математическим ожиданием 

y um Y a a l     и среднеквадратическим  
отклонением .yS l S   На рис. 2 показаны 
функции ( ),XF x  ( ),YF y  ( )XF x  и ( )YF y  с уче-
том того, что в условиях работоспособности 
фундамента 0ym   и .x y ya a m   

Из рис. 2 видно, что  

 ( ) ( )  0.
x

X Y
a

Q f x F x dx


    

Поскольку при y xa a  и ,xx a  получим 
( ) 1XF x   и ( ) 0.Xf x   Также имеем 
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или в развернутом виде 
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   (8) 

Следовательно, вероятности безотказной 
работы фундамента 1 ;P Q   1 .P Q   Надеж-

ность фундамента по критерию амплитуды ко-
лебаний будет характеризоваться интервалом 
[ , ].P P  

Пример. Пусть известны 1xa   мм; ya   
1,5ua l a     мм; 0,1xS   мм; 0,1yS   мм. 

Используя формулу (8) и компьютерную про-
грамму, найдем 23,6225 10 .Q    Отсюда 

0,964,P   1P   или [0,964; 1].  
Вариант 4. Рассмотрим вариант ситуации с 

исходной информацией, в которой все пара-
метры в расчетной модели (1) случайные вели-
чины ( иa  — детерминированная величина). 

Запишем выражение (1) в виде 
  u xa l a a      или YZ X   (9) 

( ;a Y   ).u xa a X   
Будем рассматривать ситуацию, в которой 

информация о параметрах Y и Z полная и поз-
воляет провести их анализ вероятностно-
статистическим методом. Пусть Y и Z изменяют-
ся по нормальному (гауссовскому) распределе-
нию с функциями плотности вероятности вида  
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Число измерений X позволяет определить 
лишь среднее значение xa  с достаточным уров-
нем доверительной вероятности и дисперсию 

2 .x xD S  При такой информации случайная ве-
личина X описывается функциями распределе-
ния (7). Опустив математические выкладки опи-
сания расчетных формул для оценки надежно-
сти фундамента машины по условию (9), 
приведем их в окончательном виде 
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 (10) 

Пример. Пусть известны 0,1xm   мм; 
0,01xS   мм; 410ym   рад; 510yS   рад; zm   

= 500 мм; 50zS   мм. Решив уравнения (10) с 
помощью компьютерной программы, получим 

0,98741,P   1.P   Представим, что 25zS   мм 
(увеличение точности измерений ),l  тогда 

0,99679,P   т. е. надежность повысилась. 
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Выводы 

1. Представлены новые методы расчетов 
надежности фундаментов машин по критерию 
амплитуды колебаний при ограниченной (не-
полной) статистической информации о кон-
тролируемых параметрах, при которых вероят-
ностно-статистические методы расчетов надеж-
ности становятся некорректными. 

2. Приведены расчетные формулы и приме-
ры вычислений на их основе для оценки 
надежности фундаментов машин на стадии их 

монтажа и эксплуатации по амплитуде колеба-
ний при различной полноте (неполноте) ин-
формации о случайных величинах примени-
тельно к математическим моделям предельных 
состояний, которые помогут выполнить требо-
вания свода правил СП 26.13330.2012 по обес-
печению надежности фундаментов машин. 

3. Материал статьи может быть использован 
для расчета надежности по амплитуде колеба-
ний или по другим критериям работоспособно-
сти механических систем. 
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