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Применение многолезвийного резания с циклоидальной схемой формообразования 
для изготовления изделий с щелевой структурой позволяет улучшить их функцио-
нальные свойства по сравнению с таковыми, получаемыми при обработке с использо-
ванием технологий накатки, навивки и виброрезания. Создаваемые тонкие сквозные 
щели в сочетании с высокой плотностью их расположения в оболочке повышают 
проницаемость и тонкость фильтрации жидкостей и газов. Технологии бироторного 
резания за счет тонкого оребрения поверхности позволяют многократно увеличить 
интенсивность работы теплообменных систем, а при нанесении покрытий суще-
ственно повышают их сцепление с поверхностью изделия. Предложена математиче-
ская модель процесса формирования щели при циклоидальном формообразовании. 
Разработан метод решения модели на базе приведения ее трансцендентных выраже-
ний к алгебраическому виду, позволяющий в задаче параметрического синтеза с от-
носительной погрешностью до 0,02 рассчитать кинематическое передаточное отно-
шение угловых скоростей технологических роторов, обеспечивающих требуемую 
длину щели. Приведен метод последовательных приближений с использованием ите-
рационного алгоритма, гарантирующий получение любой заранее заданной и отлич-
ной от нуля погрешности расчета. 
Ключевые слова: циклоидальное формообразование, параметрический синтез, кине-
матическое передаточное отношение, итерационный алгоритм. 

The use of multiblade cutting with a cycloidal scheme of part shaping for manufacturing 
parts with slot structure, improves their functional performance attributes compared to 
parts that are machined using knurling, coiling and vibro-cutting technologies. The 
resulting fine through slots combined with their high- density layout in the shell, improve 
penetration and fineness of filtration of liquids and gases.  Bi-rotary cutting with its fine 
finning of the surfaces can increase the performance of heat transfer systems multiple times; 
and when the surfaces are coated, cohesion with the part surfaces is significantly improved. 
A mathematical model of the slot formation process for the cycloidal scheme is proposed. A 
method for solving a model problem based on reducing transcendental expressions to the 
algebraical type is developed. The method allows the calculation of kinematic angular 
velocity ratio of technological rotors guaranteeing the required length of the slot in the 
problem of parametric synthesis with relative error up to 0.02. The method of successive 
approximations using an iterative algorithm is described, which guarantees obtaining any 
specified calculation error, other than zero.  
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Бироторные технологические системы обеспе-
чивают новые возможности лезвийной обработ-
ки, а именно получение деталей с дискретно-
щелевым макрорельефом: щелевых фильтро-
элементов, оребренных трубчатых теплообмен-
ников и поверхностей валов под нанесение ан-
тифрикционных или износостойких покрытий. 

Отличительной особенностью бироторных 
схем профилирования деталей является нали-
чие в их кинематической структуре комбина-
ции двух круговых движений, сообщаемых 
элементам пары заготовка–инструмент, вокруг 
параллельных осей. Относительное формооб-
разующее движение режущих кромок инстру-
мента в координатах, связанных с деталью, — 
циклоидальное. 

Преимущество многолезвийного резания с 
циклоидальной схемой формообразования 
(ЦСФ) щелевой структуры поверхности перед 
методами накатки, навивки или виброрезания 
заключается в получении улучшенных функци-
ональных свойств изделий. Технологии резания 
с ЦСФ в комбинации с деформирующим реза-
нием обеспечивают повышенную проницае-
мость и тонкость фильтрации в системах 
очистки воды, нефти и газа, многократное уве-
личение поверхности теплопередачи теплооб-
менников, а также оребренной поверхности 
сцепления плунжеров и валов с нанесенными 
на них антифрикционными или износостойки-
ми покрытиями [1–3]. 

Эффективная эксплуатация бироторных 
технологических систем, реализующая их воз-
можности по точности и производительности, 
требует знания закономерностей процесса 
формообразования деталей с учетом его много-
лезвийности, цикличности и взаимонаправлен-
ности формообразующих движений. В работах 
по получению щелевых структур нет сведений о 
циклоидальном характере их формообразова-
ния. Методы его оценки применительно к от-
дельно взятым многолезвийным способам поз-
воляют оперировать такими скалярными тех-
нологическими величинами, как частота 
вращения и круговая подача [4–7]. Базируясь 
на статическом подходе, основанном на законах 
планиметрии, эти методы не в полной мере от-
ражают кинематический характер процесса и 
его интегральный показатель точности — про-
странственную композицию траекторий рез-

цов, формирующую профиль детали. Также не 
раскрыта ее взаимосвязь с геометрическими и 
кинематическими параметрами технологиче-
ской системы. 

Математическое моделирование процесса 
формообразования на базе векторного пред-
ставления схемы технологического зацепления 
и его кинематики позволяет полнее раскрыть и 
выявить пути реализации возможностей биро-
торных систем с ЦСФ. 

Цель работы — моделирование и парамет-
рический синтез кинематики циклоидального 
формообразования щели при бироторной об-
работке деталей. 

 
Основная часть. Конфигурация дискретно-ще-
левой поверхности, имеющая сложную про-
странственную геометрию, зависит от ряда  
параметров, которые обусловливают функцио-
нальные свойства машиностроительных изде-
лий. Одним из них является длина щели l 
(рис. 1), которая в основном определяет по-
верхность фильтрации, теплообмена и сцепле-
ния покрытия с подложкой и зависит от дуги 
окружности профиля детали между нисходя-
щей и восходящей ветвями циклоидальной 
формообразующей траектории S (рис. 2). 

Длина l, являющаяся выходным параметром 
процесса формообразования при бироторной 
обработке (рис. 3), в свою очередь зависит от 
геометрических параметров схемы технологи-
ческого зацепления, значения и взаимонаправ-
ленности угловых скоростей движений детали 
и инструмента. 

Обобщенная векторная модель схемы обра-
ботки (рис. 4) формализована системой геомет-
рических векторов взаиморасположения тех-

 
Рис. 1. Фрагменты деталей со сквозной (а)  

и глухой (б) структурой 
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нологических роторов в зоне обработки д ,R  
и ,R  А  и кинематических векторов угловых 

скоростей д и,   формообразующих дви-
жений: 
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где дR  и иR  — линейные координаты радиу-
сов-векторов детали и инструмента; r  — еди-
ничный вектор геометрической координатной 
оси; А — координата радиуса-вектора центра 
инструмента Ои относительно центра детали Од; 

1i  — геометрическое передаточное отношение 
схемы касания технологической пары; e  — 
единичный вектор кинематической координа-

ты; д  и и  — координаты векторов угловых 
скоростей детали и инструмента; i — кинемати-
ческое передаточное отношение угловых ско-
ростей. 

Для описания траектории Ѕ принята поляр-
ная система координат (, ) с центром Од 
(рис. 5), что обусловлено круглой формой 
профилей детали и инструмента, а также вра-
щательным типом формообразующих движе-
ний [8]. 

При моделировании использован принцип 
относительности движений [9], согласно кото-
рому деталь и связанную с ней систему коорди-
нат фиксируют от вращения, а инструменту с 
центром Ои сообщают обращенное вращатель-
ное движение –Фѕ (В1) вокруг центра Од с угло-
вой скоростью –д, равной по значению и про-
тивоположной по направлению угловой скоро-
сти д реального вращения детали. 

Исходная модель формирования щели, опре-
деляющая траекторию S как годограф радиуса-
вектора формообразования  , записывается в 
виде суммы векторов A  и иR  (см. рис. 5): 

    и       ,A R  

где A  — вектор расположения центра инстру-
мента Ои относительно начала координат Од, 
направленный из Од в Ои и численно равный 
межцентровому расстоянию А; иR  — радиус-
вектор, координирующий вершину резца отно-
сительно центра Ои. 

Результирующее циклоидальное движе-
ние ФΣ формообразующей точки инструмента 
характеризуется зависимостью  = F() в 
обобщенной системе координат, связанной с 
центром детали Од. 

В параметрическом виде модель представ-
ляет собой систему из четырех уравнений,  
содержащих восемь переменных. Уравнения 
модели определяют форму и текущее про-
странственное положение векторного тре-
угольника АRи. Возможны два вида записи 
модели. Один из них базируется на использо-
вании метода проекций, другой — теоремы 
косинусов [10]: 
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Рис. 2. Схема циклоидального формирования  

профиля щели 

 
Рис. 3. Схема бироторной лезвийной обработки 

 
Рис. 4. Векторная модель схемы обработки 
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где i — кинематическое передаточное отноше-
ние угловых скоростей инструмента и и дета-
ли д, i = д/и. 

Знак «–» перед вторым слагаемым первого 
уравнения модели (1) отражает отрицательное 
значение координаты радиуса-вектора инстру-
мента Rи для внешней схемы касания пары де-
таль–инструмент, а знак «+» перед третьим сла-
гаемым первого уравнения модели (2) — ее по-
ложительное значение для внутренней и 
охватывающей схем касания. 

Обе записи (1), (2) модели формообразова-
ния можно использовать при различных мето-
дах ее решения в задачах анализа и параметри-
ческого синтеза. 
Первые два уравнения модели определяют 
форму векторного треугольника АRи, являют-
ся линейными координатами соответствующих 
векторов, третье уравнение — угловую коорди-
нату  радиуса-вектора формообразования  в 
координатах с центром Од, связанных с дета-
лью. Четвертое уравнение координирует теку-
щее угловое положение  этого векторного тре-
угольника в обращенном движении –Фs (В1).  

После преобразований систем уравнений 
(1), (2) и с учетом того, что функция cos  обла-
дает свойством симметрии по аргументу θ, т. е. 

f(θ)= f(–θ), модель можно представить в виде 
следующей системы уравнений: 

  

и

и

cosarcсos ;

arcsin sin ,

А R

R=

          


     

 (3) 

где в первом уравнении верхний знак «+» соот-
ветствует условиям встречного резания (ВР), 
так как θ > 0, а нижний знак «–» — попутного 
резания (ПР), так как θ < 0. 

В табл. 1 приведены области определения 
кинематических параметров формообразо-
вания. 

Попытка решения системы (2) относительно 
параметра θ неизбежно приводит к соотноше-
нию с неявно выраженной переменной, содер-
жащейся в правой части трансцендентного 
уравнения: 

  и

и

A соs
arcsin sin arcсos .

R
R
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Следовательно, система уравнений (2), со-
держащая трансцендентные функции, не поз-

 
Рис. 5. Схема формирования щели для встречного (а) и попутного (б) резания: 

 — угол отклонения центра Ои от линии центров в обращенном движении; 1
иO  — центр инструмента, 

 переместившийся на угол ; θ — угол отклонения радиуса-вектора Rи от линии центров; ν — угол отклонения 
 радиуса-вектора формообразования  от линии центров в подвижной системе координат с центром Од,  
связанной с инструментом;  — угол отклонения радиуса-вектора  в обобщенной системе координат 

Таблица 1 
Области определения кинематических параметров 

формообразования 

Режим 
Параметр 

θ ν  i 

ПР < 0 > 0 < 0 < 0 
ВР > 0 < 0 > 0 > 0 
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воляет в явном виде выразить параметр θ, и  
в итоге из моделей (1), (2) нельзя точно опреде-
лить требуемое значение кинематического пе-
редаточного отношения i. 

Параметрический синтез значений i при ре-
шении моделей (1), (2) основан на использова-
нии при расчетах методов приближений. 

Первый метод базируется на приведении 
элементарных трансцендентных функций в 
первом и втором уравнениях модели (2) к ал-
гебраическому виду с использованием извест-
ных соотношений [9, 10] и дальнейшим опреде-
лением параметров θ и i в явном виде. 

Первоначально выразим функциональную 
взаимосвязь предельного значения угловой ко-
ординаты φ радиуса формообразования ρ, рав-
ного по модулю радиусу наружного или внут-
реннего контура детали д .R  Координата  
определяется дугой окружности профиля дета-
ли между начальным положением на линии 
центров и точкой пересечения входящей или 
выходящей ветвей траектории S с контуром 
профиля (см. рис. 5): 

   
д

,
2

l
R

 рад.  (5) 

С помощью соотношения (5) модель (2) 
приводим к системе из двух трансцендентных 
уравнений 
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Далее с использованием известных формул 
приближений [9, 10] трансцендентные функции 
sin x  и cos x  можно представить в алгебраиче-
ском виде 

  sin ;x x  (7) 

   
2

cos 1 .
2
хx   (8) 

Здесь через x обозначены аргументы элемен-
тарных тригонометрических функций в урав-
нениях (7) и (8), выраженные в радианах. 

Относительная погрешность приближе-
ний Δ, выполненных с помощью преобразова-
ний по зависимостям (7) и (8) в диапазоне x 
от 0 до /9 рад, которая приведена в табл. 2, не 
превышает 0,02. 

Результат оценки относительной погрешно-
сти Δ вполне допустим для машиностроитель-
ных расчетов. 

С использованием приближений (7), (8) 
можно представить систему уравнений (6) в 
алгебраическом виде: 
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Решением этой системы (9) является значе-
ние кинематического передаточного отноше-
ния i угловых скоростей инструмента и детали, 
определяемое из ее второго уравнения по зави-
симости 

  , и

д

l /(2 )Ri =
R

 (10) 

где предельный угол контакта θ резца с деталью 
вычисляется из первого уравнения системы (9) 
по выражению 

    
2 2

и д

и

( ) .А R R=
АR

 (11) 

Согласно данным табл. 1, знак «+» перед ра-
дикалом формулы (10) соответствует условиям 
ВР, так как θ > 0, а знак «–» — ПР, поскольку  
θ < 0. 

Таблица 2 
Оценка погрешности приближений по зависимостям (7) и (8) 

x, рад 

Зависимость 

(7) (8) 

sin x Δ cos x  21 /2х  Δ 

0,0872 (/36) 0,0871 0,001 0,9962 0,9962 0,0000 

0,1744 (/18) 0,1736 0,005 0,9848 0,9848 0,0000 

0,2617 (/12) 0,2588 0,011 0,9659 0,9658 0,0001 

0,3489 (/9) 0,3420 0,020 0,9397 0,9391 0,0006 
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Ниже приведены рассчитанные с помощью 
зависимостей (10)–(11) значения искомых пе-
ременных θ, i для режимов ВР и ПР при следу-
ющих исходных данных: Rд = 22 мм, Rи = –95 мм 
(внешняя схема касания), межцентровое рас-
стояние А = 104 мм, требуемая длина щели l = 
= 20 мм. 
Расчетные значения кинематических параметров 

для условий ПР и ВР 
 Режим     ПР ВР 
θ, рад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . –0,202 0,202 
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . –2,07 6,39 

Второй метод расчета кинематического пе-
редаточного отношения i по модели формооб-
разования базируется на методе последова-
тельных приближений с использованием ите-
рационного алгоритма. Для этого уравнение (4) 
с неявно выраженной переменной θ приводим 
к рекуррентному соотношению [10–11], суть 
которого заключается в определении последу-
ющего значения параметра θ через предыдущее 
по зависимости 

и  д
+1 

и д

соs
arcsin sin arcсos ,j

j
A RR

R R
       

  
 (12) 

где  +1 j и   j  — значения угла контакта ин-
струмента с деталью на текущей и предыдущей 
вычислительных итерациях. 

Из зависимости (3) следует, что 
 и  дarcсos [( соs )/ ]jA R R  является углом кон-

такта , поэтому, согласно данным табл. 1, 
верхний знак «+» перед ним в уравнении (12) 
соответствует ПР, а нижний знак «–» — ВР. 

Блок-схема алгоритма решения модели (2) 
относительно кинематического передаточного 
отношения i приведена на рис. 6. 

В блоке 1 задаются исходные данные: пара-
метры схемы касания пары деталь–инструмент 
Rд, Rи, А, значение требуемой длины щели l и 
допустимая погрешность расчета [Δ]. 

Процесс расчета [12] начинается с присвое-
ния текущему значению параметра θ мини-
мального значения θj = 0 (операция 2). В бло-
ке 3 по рекуррентному соотношению (4) вы-
числяется следующее значение угла θj + 1. 

 
Рис. 6. Блок-схема итерационного алгоритма расчета кинематического передаточного отношения i 
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После этого определяется относительная 
разница вычислений угла θ (операция 4): 

  



 
 


1

1
.j j

j
 

Затем проводится сравнение (операция 5) 
полученного значения относительной разницы 
вычислений Δ и допустимой погрешности рас-
чета [Δ]. Если Δ > [Δ], то вычисленному после-
дующему значению θj + 1 присваивается индекс j 
текущего значения параметра θ (операция 6) и 
далее реализуется следующий итерационный 
вычислительный цикл, начиная с операции 3. 
Итерационные циклы продолжаются до тех 
пор, пока в логической операции сравнения 5 
не нарушится справедливость указанного выше 
неравенства. При отрицательном результате 
сравнения расчет прекращается и окончательно 
принимается последний результат вычислений 
θj + 1, который обеспечен требуемой точностью 
расчета. 

Далее полученному значению θj + 1 присваи-
вается символ θ (операция 7) для его использо-
вания при расчете требуемого значения кине-
матического передаточного отношения i по за-
висимости, полученной из второго уравнения 
модели (5): 

  

   
 



и 

д д

sinarcsin
2 .

R l
R Ri  

Полученные значения θ и i выводятся на пе-
чать (операция 9). 

В табл. 3 и 4 приведены результаты расчета 
кинематических параметров θj, θj + 1 и i при ПР и 
ВР для следующих заданных параметров: Rд = 
=22 мм (внутренний радиус трубы), Rи = –95 мм 
(внешняя схема касания), А = 116 мм, массив 
значений требуемой длины щели l = 5…50 мм, 
допустимая погрешность расчета [Δ] = 0,005. 

На рис. 7 показана динамика итерационного 
процесса вычислений предельного угла контак-
та θ радиуса-вектора инструмента с профилем 
заготовки, а на рис. 8 — зависимости кинема-
тического передаточного отношения, обеспе-
чивающего требуемую длину щели в режимах 
ПР и ВР. 

 
Рис. 7. Динамика погрешности расчета  

угла контакта θ 

Таблица 3 
Значения относительной погрешности расчета по итерациям 

Номер 
итерации j 

ПР ВР 

θj /θj + 1, рад Δ θj /θj + 1, рад Δ 

1 0/0,0691 1,0000 0/–0,0691 1,0000 

2 0,0691/0,0609 0,1346 –0,0691/–0,0609 0,1346 

3 0,0609/0,0628 0,0302 –0,0609/–0,0628 0,0302 
4 0,0628/0,0624 0,0063 –0,0628/–0,0624 0,0063 

5 0,0624/0,0625 0,0015 –0,0624/–0,0625 0,0015 
 

Таблица 4 
Значения кинематического  

передаточного отношения при ПР и ВР  
для заданного массива длины 

l, мм 
i 

ПР ВР 

 5 –6,1782 –2,5514 

10 –8,0060 –0,7332 

15 –9,8241 1,0849 

20 –11,6423 2,9031 

30 –15,2787 6,5395 

40 –18,2414 10,1856 

50 –22,5514 13,8122 
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Данные табл. 3 и рис. 7 свидетельствуют о 
сходимости итерационного процесса вычисле-
ний. Требуемая полупроцентная погрешность 
расчета для приведенного примера получена на 
пятой итерации. 

Выводы 
1. Установлено, что математическую модель 

процесса формирования щели при циклои-
дальном формообразовании, заданную пара-
метрическими уравнениями, нельзя предста-
вить в явном виде. 

2. Разработанный метод решения модели на 
основе приведения трансцендентных функций 
к алгебраическому виду позволяет выполнять 
расчет кинематического передаточного отно-

шения с относительной погрешностью при-
ближений до 0,02, и он вполне приемлем для 
вычислений кинематических параметров в об-
ласти значений предельных углов контакта ин-
струмента с заготовкой, не превышающих 
/9 рад. 

3. Предложенный метод параметрического 
синтеза, базирующийся на использовании ре-
куррентных выражений и итерационного алго-
ритма, дает возможность вычислить соотноше-
ния угловых скоростей технологических рото-
ров с любой заранее заданной и отличной от 
нуля допустимой погрешностью расчета. Его 
целесообразно применять при получении 
длинномерных щелей с предельными углами 
контакта более /9 рад. 

4. Из приведенных данных следует, что аб-
солютное значение кинематического переда-
точного отношения монотонно растет с увели-
чением требуемой длины щели. 

5. Обеспечение одинаковой по длине щели в 
условиях ПР и ВР достигается существенным 
различием в соотношении частот вращения де-
тали и инструмента, а также их окружных ско-
ростей, и в ряде случаев разными методами об-
работки: тангенциальным точением, круговым 
фрезерованием. 

6. Разница абсолютных значений кинемати-
ческих передаточных отношений возрастает с 
увеличением требуемой длины щели. 
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