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Рассмотрена кинематическая схема трехопорного колесно-шагающего робота, а также 
его конструкция, построенная в среде SolidWorks. Показаны возможные способы пе-
ремещения робота и кратко описан алгоритм его движения в режиме ходьбы. Состав-
лены уравнения, описывающие решение прямой и обратной позиционных задач, с 
использованием матриц перехода, построенных по правилам Денавита–Хартенберга. 
На основе уравнений Ньютона–Эйлера и упруговязкой модели взаимодействия ног 
робота с опорной поверхностью выведены выражения для решения обратной задачи 
динамики при движении робота в режиме ходьбы. Выполнено математическое моде-
лирование составленных уравнений в среде MATLAB с использованием пакета 
SimMechanics. Получены и проанализированы результаты моделирования, характе-
ризующие решение обратной позиционной задачи в виде значений обобщенных ко-
ординат и решение обратной задачи динамики в виде моментов нагрузки в шарнирах 
робота при известных геометрических и масс-инерционных параметрах робота и за-
данном алгоритме движения. 

Ключевые слова: трехопорный колесно-шагающий робот, прямая позиционная зада-
ча, обратная позиционная задача, обратная задача динамики, обобщенные координа-
ты, моменты нагрузки. 

A kinematic diagram and design of a three-point wheel-legged robot built in SolidWorks 
are presented in this paper. The robot’s possible motion techniques are outlined and the al-
gorithm of motion in the walking mode is briefly described. Equations characterizing solu-
tions for forward and inverse kinematic problems using transfer matrices built utilizing the 
Denavit–Hartenberg rules are formulated. Based on Newton–Euler equations and visco-
elastic contact model between the robot’s legs and the ground, equations for solving inverse 
dynamic problems are obtained that describe the robot’s movement in the walking mode. 
Mathematical modeling of these equations in MATLAB using SimMechanics is performed. 
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The modeling results, characterizing the solution of the inverse kinematic problem in terms 
of generalized coordinates and the solution of the inverse dynamic problem in terms of load 
torques in robot’s joints with known geometric and mass–inertia parameters and a given 
motion algorithm, are obtained and analyzed. 

Keywords: three-point wheel-legged robot, forward kinematics problem, inverse kinematics 
problem, inverse dynamics problem, generalized coordinates, load torques. 

В современном мире мобильные роботы с ко-
лесным типом шасси находят широкое приме-
нение. Использование колес для движения 
обеспечивает таким техническим средствам вы-
сокую маневренность, простоту конструкции и 
способов управления. В свою очередь, шагаю-
щие роботы [1] имеют более высокую проходи-
мость, но при этом обладают сложной кон-
струкцией и системой управления, а также не-
высокой скоростью движения. Совместное 
использование колес и ног позволяет учесть 
преимущества и частично компенсировать недо-
статки двух указанных способов движения. 
Примерами колесно-шагающих машин являют-
ся аппарат, разработанный ОАО «ВНИИтранс-
маш» [2], робот ATHLETE [3], аппарат ALDURO 
[4], гибридный робот [5] и ряд других техниче-
ских решений [6, 7]. 

Несмотря на то, что для устойчивого пере-
мещения на колесах достаточно трех точек кон-
такта с поверхностью, большинство колесно-
шагающих роботов имеют не меньше четырех 
колес. Это можно объяснить сложностью осу-
ществления устойчивого перемещения на трех 
опорных точках. Примером трехногого шагаю-
щего робота может служить робот STriDER [8], 
но его конструкция не позволяет дополнитель-
но использовать колеса для движения в режиме 
езды. 

 
Постановка задачи и исходные данные. Рас-
смотрим трехопорный колесно-шагающий ро-
бот, модель которого, построенная в среде  
3D-моделирования SolidWorks, представлена на 
рис. 1. Ноги робота связаны с его платформой 
вращательными шарнирами, и каждая нога с 
помощью еще других шарниров образует плос-
кий двухзвенный механизм. К концам ног так-
же присоединены колеса, левое и правое из ко-
торых являются управляемыми, а заднее — пас-
сивным. Таким образом, кинематическая схема 
робота представляет собой механизм с девятью 
вращательными шарнирами. 

Конструкция и система управления робота 
позволяют ему выполнять движения трех ти-
пов: езда, ходьба и прыжки [9]. Езда использу-

ется при движении по поверхностям с незначи-
тельными неровностями. В случае появления 
на пути робота препятствия, которое невоз-
можно преодолеть в режиме езды (например, 
канавы, имеющей ширину больше, чем диаметр 
колеса), робот может применить режим ходьбы 
или прыжков для его преодоления. 

Рассмотрим режим ходьбы робота. При та-
ком типе движения колеса робота затормажи-
ваются, а уравнения его кинематики и динами-
ки в состоянии, когда все три ноги находятся в 
контакте с опорной поверхностью, во многом 
схожи с соответствующими уравнениями для 
параллельных механизмов [10, 11]. 

Алгоритм движения робота в режиме ходь-
бы заключается в поочередных отрывах и пере-
носах его ног [9]: сохраняя две из них в контак-
те с опорной поверхностью, третьей ногой ро-
бот совершает толчок и после ее отрыва от 
поверхности переносит ногу в направлении 
своего пути. После достижения контакта про-
исходит подготовка к перемещению аналогич-
ным образом следующей ноги и т. д. 

Цель работы — изложение решения прямой 
и обратной позиционных задач и обратной зада-

 
Рис. 1. Модель трехопорного колесно-шагающего 

 робота: 
1 — задняя нога; 2 — левая нога; 3 — правая нога 
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чи динамики на основе кинематической схемы, 
известных геометрических и масс-инерционных 
параметров робота и описанного выше алгорит-
ма его движения в режиме ходьбы. 

 
Решение прямой задачи кинематики о поло-
жении. Положение и ориентацию робота в 
пространстве можно определить, связав с ним 
систему координат, начало отсчета которой Оpl 
расположено в центре треугольной платформы 
(рис. 2), ось zpl перпендикулярна плоскости 
платформы, а ось хpl перпендикулярна передней 
кромке платформы. 

Положение и ориентацию этой системы ко-
ординат относительно некой глобальной непо-
движной системы координат можно задать с 
помощью матрицы перехода [12] 
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Здесь (xpl  ypl  zpl)T — вектор, определяющий по-
ложение начала отсчета Оpl относительно гло-
бальной системы координат; φ, θ, ψ — углы  
Эйлера [12]; R(φ, θ, ψ) — матрица поворота, ко-
торая определяет ориентацию системы коорди-
нат, связанной с платформой [12]: 
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Также с платформой связаны еще три си-
стемы координат (см. рис. 2), имеющие анало-
гичную ориентацию. Положение начала отсчета 
Оi0 относительно системы координат, находя-
щейся в центре платформы, будет определяться 
вектором (xi  yi  zi)T, где i — номер ноги: 1 — 
задней, 2 — левой, 3 — правой. Переход от си-
стем координат Оi0 к системе координат Оpl 
можно осуществить за счет преобразования: 
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Введем системы координат, связанные со 
звеньями ног робота. Поскольку ноги робота 
имеют одинаковую кинематическую схему, рас-
смотрим построение систем координат на при-
мере правой ноги. Положения и ориентации 
систем координат, связанных со звеньями ног 
робота (рис. 3), определяются согласно прави-
лам Денавита–Хартенберга [12]. Номера звень-
ев j отсчитываются от платформы: 1 — верхнее 
звено, 2 — среднее звено, 3 — нижнее звено. 

 
Рис. 2. Системы координат, связанные 

 с платформой робота 

 
Рис. 3. Системы координат, связанные  

с правой ногой робота 
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Зная параметры Денавита–Хартенберга, можно 
составить матрицы перехода между звеньями. 
Матрица перехода от системы координат j-го 
звена к  системе  координат (j – 1)-го звена для 
i-й ноги имеет вид [12] 
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Составив все необходимые матрицы, можно 
получить положение и ориентацию конца каж-
дой из ног, перемножив соответствующие мат-
рицы. Матрица перехода от системы координат 
конца i-й ноги к глобальной системе координат 
определяется выражением 
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Решение обратной задачи кинематики о по-
ложении. Входными величинами для решения 
обратной задачи кинематики о положении 
(ОЗП) являются расстояние s12 между центрами 
систем координат задней и левой ног и рассто-
яние s13 между центрами систем координат зад-
ней и правой ног (рис. 4). При этом системы 
координат выбирают иным способом: рассчи-

тывают координаты концов левой и правой ног 
относительно конца задней ноги. 

Рассмотрим решение ОЗП на примере зад-
ней и правой ног. Дополнительно введем 
«мнимый» вращательный шарнир с осью z0, па-
раллельной оси z1, и обобщенную координату q1 
(см. рис. 4). Для определения обобщенной ко-
ординаты q1 необходимо решить уравнение 

 7Oy (q1, …, q7) = 0. 

Фактически это означает, что координата 
конца правой ноги будет лежать в плоско-
сти О0х0z0. Получим решение этого уравнения 
в виде 

 q1 = f (q2, …, q7). 

Тогда расстояние между концами ног 

 s13 = s13 (q2, …, q7). (1) 

Уравнение (1) имеет шесть неизвестных па-
раметров: q2, …, q7. 

Дальнейшее решение ОЗП состоит в следу-
ющем. На каждом этапе движения решают 
уравнение (1), при этом пять координат задают 
постоянными (q = const) либо изменяемыми по 
известным законам (q = q*(t)), а последнюю 
определяют из уравнения (1). Порядок задан-
ных и рассчитываемых координат соответству-
ет алгоритму ходьбы [9]. 

 
Рис. 4. Расположение систем координат при решении ОЗП на примере задней и правой ног 
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Решение обратной задачи динамики. Динами-
ка робота включает в себя динамику его ног и 
платформы, а также модель взаимодействия с 
опорной поверхностью. Динамику ноги робота 
удобно описать с помощью уравнений Ньюто-
на–Эйлера. 

Сначала запишем кинематические соотно-
шения в связанных со звеньями системах коор-
динат [12]: 

      T
01, 1   ;ii ii i qR z  

          T
1 0 1 01,  )(  ;i i i i ii i q qR z z  

       T
1 1,1,   ;i i i i ii iR p  (2) 

          T
1 1, 1,1,    ;i i i i i i i i ii ia R a p ε p   

         C C C ,i i i i i i ia a p p  

где i  и  1i  — угловые скорости вращения 
системы координат, связанные с i-м и (i – 1)-м 
звеньями; i — номер звена ноги, считая от 
платформы, i = 1, 2, 3; 1,i iR  — матрица поворо-
та системы координат, связанной с i-м звеном, 
относительно системы координат, связанной  
с (i – 1)-м звеном; 0z  = (0 0 1)T; iq  и iq  — угло-
вые скорость и ускорение вращения i-го звена 
относительно системы координат, связанной  
с (i – 1)-м звеном (обобщенные скорость и 
ускорение); i  — угловое ускорение вращения 
системы координат, связанной с i-м звеном; i  
и  1i  — линейные скорости движения системы 
координат, связанные с i-м и (i – 1)-м звеньями; 

1,i ip  — вектор положения системы координат, 
связанной с i-м звеном, относительно системы 
координат, связанной с (i – 1)-м звеном; ia  — 
линейное ускорение движения системы коор-
динат, связанной с i-м звеном; Cia  — линейное 
ускорение центра масс i-го звена; Cip  — вектор  
положения  центра  масс  i-го звена относи-
тельно системы координат, связанной с этим 
звеном. 

Для платформы можно записать аналогич-
ные уравнения. При неподвижной опорной по-
верхности –1 = ε–1 = υ–1 = 0; а–1 = –g, где g — 
вектор ускорения свободного падения. Такой 
выбор а–1 позволяет не учитывать вес звеньев 
ног и платформы робота при составлении 
уравнений динамики, что значительно упроща-
ет вычисления. 

Уравнения Ньютона–Эйлера для i-го звена 
ноги робота в связанной с этим звеном систе-
мой координат [13] имеют следующий вид: 
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где CiF  — сумма всех внешних сил, действую-
щих на i-е звено; im  — масса i-го звена; CiM  — 
сумма всех внешних моментов, действующих на 
i-е звено, относительно центра масс этого звена; 

CiJ  — тензор инерции i-го звена относительно 
центра масс этого звена и в осях связанной со 
звеном системы координат. 

Далее получим уравнения для сил и момен-
тов, действующих в шарнирах ноги. Уравнения 
также запишем в связанных со звеньями ноги 
робота системах координат [13]: 

    1, C , 1 , 1  ;i i i i i i iF F R F  (4) 

          1, , 1 , 1 1, , 1 , 1i i Ci i i i i i i i i i iM M R M p R F  

     1, C C ;i i i ip p F  (5) 

   T
11,   ,ii ii M z  (6) 

где 1,i iF  и 1,i iM  — сила и момент, действую-
щие на i-е звено со стороны (i – 1)-го звена; 

, +1i iR  — матрица поворота системы координат, 
связанной с (i + 1)-м звеном, относительно си-
стемы координат, связанной с i-м звеном; , 1i iF  
и , 1i iM  — сила и момент, действующие на  
(i + 1)-е звено со стороны i-го звена; i — мо-
мент, развиваемый приводом и приводящий в 
движение i-е звено; 1iz  — единичный вектор, 
направленный вдоль оси z системы координат, 
связанной с (i – 1)-м звеном. 

Для платформы существуют выражения, 
аналогичные формулам (4) и (5), в которых ле-
вые части равенств будут равны нулю. Тогда с 
учетом выражений, аналогичных соотношени-
ям (2) и (3), можно рассчитать положение и 
ориентацию платформы в пространстве. Урав-
нение (6) позволяет определить моменты на-
грузки, которые должны быть обеспечены при-
водами сочленений робота для осуществления 
заданного движения. Таким образом, уравне-
ние (6) представляет собой решение обратной 
задачи динамики. 

При решении уравнений (4) и (5) необходи-
мо знать силы, действующие на ноги робота со 
стороны опорной поверхности. Для расчета 
этих сил используем модель упруговязкой по-
верхности [14]. Алгоритм расчета силы взаимо-
действия ноги робота с опорной поверхностью 
можно представить в виде следующего псев-
докода [14]: 
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где F = (Fx Fy Fz)T — вектор силы, действующей 
со стороны опорной поверхности на ногу робо-
та; z — высота опорной точки ноги робота от-
носительно опорной поверхности;  ,x   ,y  z  — 
проекции скорости движения опорной точки 
ноги робота на оси глобальной неподвижной 
системы координат; с1, с2 — коэффициенты 
вязкого трения; k — коэффициент упругости. 

Методика определения коэффициентов вяз-
кого трения и упругости подробно описана в 
работе [14]. 

 
Результаты моделирования. В качестве инстру-
мента моделирования использована среда 
MATLAB и ее специальный пакет SimMechanics, 
являющийся простым и эффективным сред-
ством моделирования, позволяющим решить 
составленные выше кинематические и динами-
ческие уравнения, не вводя их вручную в явном 
виде. Особенности построения модели приве-
дены в работах [15, 16]. Результаты решения 
обратной позиционной задачи в виде законов 
изменения обобщенных координат в шарнирах 

робота и обратной задачи динамики в виде мо-
ментов нагрузки в шарнирах ног робота, разви-
ваемых при выполнении движения по разрабо-
танному алгоритму ходьбы, на примере левой 
ноги приведены на рис. 5, 6. Геометрические и 
масс-инерционные параметры для модели при-
няты на основе параметров модели робота, по-
строенной в среде SolidWorks. 

Как видно из рис. 5, общее время цикла 
движения составляет около 4,6 с, а среднее 
время переноса каждой из ног в новую точку 
опоры — примерно 0,2 с. При этом резкие из-
менения обобщенной координаты q1 связаны с 
особенностями вычислений в пакете MATLAB: 
областью определения угловых величин явля-
ется отрезок [–180°, +180°]. Таким образом, 
бóльшая часть времени, затрачиваемого на 
перемещение робота, уходит на подготовку к 
переносам ног. 

Из рис. 6 следует, что в момент времени 
t1 ≈ 0,8 с возникает резкое изменение момента 
нагрузки во всех шарнирах, обусловленное от-
рывом ноги робота от опорной поверхности. 
В момент времени t2 ≈ 1,1 с также происходит 
скачкообразное изменение момента во всех 
шарнирах, вызванное «приземлением» левой 

 
Рис. 5. Зависимости обобщенных координат q1 (1),  
q2 (2), q3 (3) от времени t для задней (а), левой (б)  

и правой (в) ног робота 

 
Рис. 6. Зависимости момента нагрузки M в шарнирах 

 левой ноги робота при выполнении движения,  
определяемого координатами q1 (а), q2 (б) и q3 (в),  

от времени t 



10 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #3 [684] 2017 

ноги. Аналогичные скачки моментов нагрузки 
возникают в моменты времени t3 ≈ 2,3 с и 
t4 ≈ 4,5 с, когда происходят отрывы и приземле-
ния правой и задней ног соответственно. Одна-
ко воздействие при этом передается (через кор-
пус робота) также и на левую ногу. 

Выводы 
1. Рассмотрен трехопорный колесно-шагаю-

щий робот. Приведена его кинематическая схе-
ма, кратко описан алгоритм ходьбы. 

2. Предложена методика решения прямой и 
обратной позиционных задач, а также обратной 
задачи динамики, включающей динамику ног 
робота, динамику платформы и модель взаимо-
действия ног робота с опорной поверхностью. 

3. Проведено моделирование составленных 
кинематических и динамических соотношений 
в среде MATLAB с использованием пакета 
SimMechanics. 

4. Проанализированы результаты моделиро-
вания, характеризующие решения обратной по-
зиционной задачи и обратной задачи динамики.
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