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Моделирование вязкоупругих свойств
и гистерезисного демпфирования
рессор из композиционных
материалов

Н.Н. Староверов

Применение композиционных материалов в системах подрессоривания
колесных машин позволяет в ряде случаев отказаться от гидравлических
амортизаторов в пользу гистерезисного демпфирования материалов.
В статье приведено описание вязкоупругих свойств и гистерезисного
демпфирования рессоры из стеклопластика с полимерным межлистовым
материалом с помощью вязкоупругих математических моделей с произ!
водными дробного порядка.

Ключевые слова: полимерные материалы, полимерные композици�
онные материалы, рессора, гистерезисное демпфирование, вязкоупру�
гость.

The application of composite materials in suspension systems of wheeled
vehicles allows in some cases to replace a linear viscous damping of hydraulic
shock absorbers by a hysteresis damping of materials. The article presents a
method of describing and modeling viscoelastic properties and hysteresis damping
in fiberglass leaf springs with polymer interleaves, using viscoelastic
mathematical models with fractional order derivatives.

Keywords: polymer materials, composite materials, leaf spring, hysteresis
damping, viscoelasticity.

Особый класс транспортных средств занимают вездеходные
транспортные средства (ВТС), предназначенные для эксплуата�

ции в регионах без развитой сети дорог, в том числе, в регионах Край�
него Севера по грунтам со слабой несущей способностью. Один из пу�
тей решения проблемы грузоперевозок в таких условиях, движения по
местности с высокими экологическими требованиями к неразруше�
нию верхнего почвенного покрова состоит в разработке специальных
ВТС на шинах сверхнизкого давления. При этом снижение снаряжен�
ной массы является одним из аспектов повышения их экономической
эффективности. Применение полимерных композиционных материа�
лов (ПКМ) в системе подрессоривания ВТС в этом случае предостав�
ляет ряд серьезных преимуществ.
Проведенный анализ конструкций систем подрессоривания совре�

менных транспортных средств показал, что ПКМ находят свое приме�
нение именно в транспортных средствах, для которых снижение снаря�
женной массы является критическим показателем. Использование рес�
соры из ПКМ позволяет снизить массу упругого элемента в 3—5 раз,
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увеличить долговечность в 4—5 раз. При этом
улучшается плавность движения, снижается
шум, повышается безопасность движения,
уменьшается масса неподрессоренных частей
автомобиля, снижается динамическая нагру�
женность подвески, улучшаются экономиче�
ские показатели колесных машин (КМ) [1–3].
Кроме того, ПКМ и полимерные резиноподоб�
ные материалы обладают внутренним (гистере�
зисным) демпфированием, что для ВТС, движу�
щихся с малыми скоростями по слабонесущим
грунтам, позволяет заменить традиционные
гидравливлические амортизаторы в пользу еще
большего снижения снаряженной массы и мас�
сы неподрессоренных частей ВТС. Особенно�
стям моделирования вязкоупругих свойств рес�
сор из ПКМ и проведенным эксперименталь�
ным исследованиям посвящена данная статья.

Объект исследования

Объектом исследования является ВТС «ЗЭТ
6×6» (рис. 1), разработанное в конструкторском
бюро кафедры «Колесные машины»
МГТУ им. Н. Э. Баумана по заказу компании
ОАО «АВТОРОС» (www.z�project.ru). В подвес�
ке ВТС «ЗЭТ 6×6» применена стеклопластико�
вая четверть�эллиптическая рессора, установ�
ленная поперечно. Модуль системы подрессо�
ривания показан на рис. 2. Между листами
рессоры проложены один или несколько слоев
резиновой смеси марки 51—1615. Коренной
лист — стальной. Листы рессоры в ненагружен�

ном состоянии представляют собой дуги ок�
ружности различного радиуса, как показано на
рис. 3. Композиционный материал — стекло�
пластик (армирующий компонент — стеклово�
локно, связующий компонент — смола эпок�
сидная ЭХД).

Учет гистерезисных свойств
при моделировании

В основе математического описания демп�
фирования лежит реология — наука о дефор�
мировании и течении материала. Одно из на�
правлений, в котором развивается реология,
связано с теорией микропроцессов и основано
на дискретных моделях современной физики,
описывающих внутренние процессы, проте�
кающие в материале на уровне межатомных
и молекулярных взаимодействий. Другое на�
правление связано с теорией макропроцессов
и основывается на феноменологических аспек�
тах физики явления [4].

В основу описания вязкоупругих свойств
материалов, входящих в состав рессоры, поло�

Рис. 1. Вездеходное транспортное средство
«ЗЭТ 6×6» со стеклопластиковыми
четверть�эллиптическими рессорами

Рис. 2. Общий вид модуля системы подрессоривания
ВТС «ЗЭТ 6×6»

Рис. 3. Конструкция четверть�эллиптической
рессоры



жены методы, базирующиеся на принципе су�
перпозиции Больцмана, широко используемом
в литературе. Принцип суперпозиции Больц�
мана применим для всех полимеров, структура
которых не зависит от приложенных сил и не
меняется во времени. Он позволяет описывать
линейное вязкоупругое поведение системой
дифференциальных уравнений вида

Lσ = Dε,

где L и D— линейные дифференциальные опе�
раторы по времени.

Существует множество моделей различной
сложности, позволяющих приближенно опи�
сать вязкоупругое поведение материалов: ли�
нейные модели Максвелла, Кельвина — Фойх�
та, Зенера, обощенные модели Максвелла
и Кельвина и др. [5, 6]. В общем виде уравне�
ние состояния таких моделей описывается
следующим дифференциальным уравнением:
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Чем больше элементов присутствует в обоб�
щенной модели, тем более точной является мо�
дель, описывающая поведение материала, но
тем больше коэффициентов следует получить
экспериментально, чтобы определить уравне�
ние состояния.

Тем не менее, даже при большом количестве
коэффициентов, требуемой точности модели
можно и не получить. Некоторые авторы,
включая Блэра, Герасимова, Слонимского,
Майнарди [7] предложили считать вязкоупругие
модели с целочисленными производными неаде�
кватными с качественной точки зрения. Предла�
гается определять модели вязкоупругости с по�
мощью производных дробного порядка.

По определению дробная производная
функции x(t) [7, 8] имеет вид:
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где Г — гамма�функция.

Вязкоупругое уравнение состояния в дроб�
ных производных, предложенное Блэром [7]
в форме

� �σ τ ε
γ γ( ) ( )t E D t�

позволяет описать элемент, занимающий про�
межуточное положение между абсолютно уп�
ругим элементом Гука при γ = 0 (в котором на�
пряжения зависят только от текущего значения
деформации) и абсолютно�вязким элементом
Ньютона при γ = 1 (для которого история на�
гружения, а именно то, как система оказалась
в текущем положении, важна при определении
значений напряжений). Производные дробно�
го порядка предоставляют более широкий диа�
пазон возможностей при моделировании вяз�
коупругих тел с ярко выраженной зависимо�
стью характеристик от истории нагружения.

Дробно�дифференциальный подход, разви�
тие которого в реологии связано с именами
Скотта—Блэра, Бэгли и Торвика, Горенфло
и Майнарди, Фридриха и Шисселя, Блюмена
и Метнлера, Нонненмейкера и Глекля, Клаф�
тера и Шлесингера, был успешно применен
для описания реологического поведения орга�
нических стекол, эластомеров, полиуретана,
полиизобутилена, монодисперсного полибута�
диена, твердых аморфных полимеров в широ�
кой области температур.

Для полимерных материалов, входящих
в состав рессоры, используется уравнение со�
стояния модели стандартного линейного тела
в дробных производных:

� � � �� �σ τ σ ε θ ε

α
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впервые предложеное Капуто и Майнарди
в 1971 г. с использованием дробных производ�
ных Капуто [7] как эмпирическая модель, по�
зволяющая более точно воспроизвести данные
эксперимента.

Задачу решают с помощью принципа Воль�
терра: решение линейной задачи вязкоупруго�
сти может быть получено из решения соответ�
ствующей задачи линейной теории упругости
путем замены в нем констант упругости неко�
торыми операторами.
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В данной работе используются механи�
ко�математические модели вязкоупругой сре�
ды, сводящиеся к закону Гука с помощью опе�
раторных представлений:

� �Q s t ER s t( )[ ( )] ( ) ( )σ ε� ,

где Q(s) и R(s) — некоторые операторные поли�
номы, соответствующие выбранной вязкоупру�
гой модели. Например, для модели стандартно�
го линейного тела с дробными производными
эти полиномы имеют следующий вид:

Q s s( )� �τα α 1;

R s s( )� �θα α 1,

где α, τ, θ — вязкоупругие константы материа�
ла. Тогда упругий оператор, соответствующий
модулю Юнга первого рода при учете вязкоуп�
ругости будет иметь вид

E s
ER s

Q s
( )

( )

( )
� . (2)

Таким образом, для учета вязкоупругих
свойств материалов необходимо составить
уравнение их поведения под нагрузкой, исходя
из постановки задачи в рамках линейной тео�
рии упругости. Затем выполнить замену модуля
Юнга на операторное соотношение и, вернув�
шись к оригиналам по Лапласу силовых и ки�
нематических факторов, получить дифферен�
циальное уравнение, описывающее вязкоупру�
гое поведение материала.
Для подтверждения точности выбраненных

моделей вязкоупругости рассматривается мате�
матическое описание компонент рессоры
и рессоры в сборе в сравнении с эксперимен�

тальными данными. Испытания проводились
на территории ФГУП «Конструкторское бюро
автотранспортного оборудования» в г. Мыти�
щи. Рессоры и одиночные листы испы�
тывались на статическое нагружение и цикли�
ческое воздействие. Также были проведены ис�
пытания межлистового материала на разрыв
при растяжении. Схема испытания одиночного
листа приведена на рис. 4. Схема испытания
рессоры приведена на рис. 5.

Математические модели
механического поведения компонент
рессоры и их экспериментальное

подтверждение

Рассмотрим описание вязкоупругих свойств
ПКМ на примере одиночного стеклопластико�
вого листа. Расчетная схема задачи представле�
на на рис. 6.
В постановке линейной теории упругости

прогиб стеклопластикового листа под действи�
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Рис. 4. Испытания одиночного листа

Рис. 5. Испытания рессоры

Рис. 6. Расчетная схема одиночного листа рессоры



ем силы P можно определить, вычислив инте�
грал Мора. Учитывая радиус начальной кри�
визны листа R = 1 137 мм и геометрические па�
раметры листа, получаем линейную
зависимость прогиба от консольной нагрузки:
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Здесь Jy — момент инерции сечения, для кото�
рого заданы: b = 0,12 м — ширина листа; h =
= 0,011 м — толщина листа; E = 70 ГПа — эф�
фективный модуль упругости первого рода
ПКМ при растяжении/сжатии.

Заменив упругие константы в уравнении (3)
на операторное представление модуля Юнга
(2), для прогиба на конце рессоры получим

� �

� �� �

δ θ δ

ψ τ

α α

α α

zl zl

y

t D t

R

EJ
L P t D P t

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

� �

� �
3 (4)

где α, τ, θ — константы вязкоупругости мате�
риала.

Выражение (4) представляет собой диффе�
ренциальное уравнение с дробными производ�
ными, связывающее прогиб рессоры с силой,
которая действует на ее конце. По методике,
описанной в работе [7], можно прийти к рег�
рессионным зависимостям, описывающим за�
висимости силы от времени и прогиба листа от
времени:
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Рассмотрим испытания полимерных образ�
цов. Общая формула, связывающая удлинение
образца с силой, растягивающей образец с точки
зрения линейной теории упругости имеет вид

δ�P
l

EF
,

где E — модуль Юнга материала образца, E =
= 5 МПа; F — площадь поперечного сечения,
F db� ; l — длина образца, l = 0,03 м; d — тол�
щина образца, d = 0,002 м; b — ширина образ�
ца, b = 0,01 м.
Используя модель стандартного линейного

тела с дробными производными (1) и заменив
упругие константы, получим

� � � �� �δ θ δ τα α α α( ) ( ) ( ) ( )t D t
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Edb
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Выражение (7) представляет собой диффе�
ренциальное уравнение с производными дроб�
ного порядка, связывающее удлинение вязко�
упругого образца с силой, растягивающей его.
По методике, приведенной в работе [7], по�

лучаем регрессионные зависимости
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Регрессионный анализ экспериментальных
данных проводится методом наименьших квад�
ратов в два этапа — отдельно по силе (регрес�
сионные модели (5) и (8)) и по прогибу (регрес�
сионные модели (6) и (9)), причем значения
амплитуды A и показателя демпфирования

α при проведении каждого этапа регрессион�
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ного анализа должны быть одинаковыми. Ка�
чество регрессионного анализа оценивается
двумя показателями: коэффициентом детерми�
нации (R2) и коэффициентом корреляции Пир�
сона (r) [9].
В результате первого этапа нелинейного рег�

рессионного анализа получены следующие
значения параметров материала:
для ПКМ
α1 = 0,3460; θ1 = 195560,142;
для полимерного межлистового материала
α2 = 0,607; θ2 = 6,12195.
Сравнение экспериментальных данных и по�

строенными с учетом полученных параметров рег�
рессионными моделями показано на рис. 7. Пока�

затели качества регрессионного анализа
приведены в табл. 1.

Таблица 1

Показатели качества регрессионного анализа

Показатель качества

Для изгиба одиноч"
ного листа

Для растяжения ре"
зинового образца

по силе по проги"
бу по силе по растя"

жению

Коэффициент де�
терминации R2

0,98466 0,99830 0,99211 0,99997

Коэффициент
корреляции Пир�
сона r

0,99606 0,99388 0,99630 0,99732

Аналогичным образом методом доверитель�
ных интервалов проводится второй этап рег�
рессионного анализа методом наименьших

Рис. 7. Экспериментальные данные и регрессионные модели

Рис. 8. Экспериментальные данные и регрессионные модели



квадратов для прогибов и деформаций растяже�
ния. При этом значения параметров (α1 = 0,3460;
θ1 = 195560,142 и α2 = 0,607; θ2 = 6,12195) берутся
из результатов предыдущего этапа. Результаты второ�
го этапа регрессионного анализа приведенына рис. 8
и в табл. 1. Значения параметра материалов, полу�
ченные на втором этапе регрессионного анализа:

τ1 = 793248,631; τ2 = 0,14879.
Оценка статической жесткости одиночного

листа ПКМ выполняется по имитационной
модели, работающей по уравнению (4), при
приложении статической нагрузки 2 118 Н,
максимальной по результатам эксперимента.
Установившееся значение прогиба составляет
δуст = 0,17136 м; экспериментально определен�
ное значение прогиба, соответствующее этой
силе, δэкс = 0,16932 м; относительная погреш�
ность измерения δизм = 1,2 %.
При оценке гистерезисных потерь опреде�

ляется работа упруго�диссипативных сил за
цикл гармонических колебаний. Значения ра�
боты упруго�диссипативных сил за цикл для
частоты возмущения 1,15 Гц, приведены
в табл. 2. Разброс значений энергии диссипа�
ции обусловлен погрешностью измерений
и оцифровки сигналов.

Таблица 2

Результаты определения энергии диссипации

Номер
пери"
ода

Значение энергии дис"
сипации, Дж Номер

пери"
ода

Значение энергии дисси"
пации, Дж

Экспери"
мент Модель Экспери"

мент Модель

1 0,02682 0,10522 12 0,14963 0,10522

2 0,08254 0,10522 13 0,08330 0,10522

3 0,15009 0,10522 14 0,01920 0,10522

4 0,23343 0,10522 15 0,04453 0,10522

5 0,16247 0,10522 16 0,10978 0,10522

6 0,09597 0,10522 17 0,20265 0,10522

7 0,03197 0,10522 18 0,13298 0,10522

8 0,03120 0,10522 19 0,06706 0,10522

9 0,09550 0,10522 20 0,00305 0,10522

10 0,16275 0,10522 21 0,06083 0,10522

11 0,22000 0,10522 22 0,12660 0,10522

Среднее значение для всех перио"
дов: 0,10420 0,10522

Относительная погрешность оп�
ределения

δизм = 1 %

Таким образом, выбранные модели с высо�
кой степенью достоверности позволяют опи�
сать вязкоупругие свойства ПКМ и полимер�
ного межлистового материала. Рассмотрим со�
вместную работу моделей вязкоупругости
в общей математической модели рессоры.

Совместная работа компонент
рессоры и экспериментальная

проверка

Задача изгиба рессоры в сборе решается ме�
тодом общей жесткости листов. При этом сум�
марный момент инерции сечения определяется
суммой моментов инерции всех листов сече�
ния. С учетом того, что листы выполнены из
различных материалов суммарную жесткость
сечения будем искать по соотношению

EJ E
b h

E
b h

E
b h

i i

i i i i

Σ � �

� �

�

� �

К
K K

Р
Р Р

С
С С

3

3 3

12

12 12
,

(10)

где EK, bKi, hKi— модуль Юнга композиционно�
го материала, ширина и толщина листов из
ПКМ; EР, bР i, hР i — модуль Юнга, ширина
и толщина листов полимерного межлистового
материала; EС, bСi, hСi— модуль Юнга стальных
листов, ширина и толщина стальных листов.
Расчетная схема рессоры приведена на рис. 9.

Совместная работа нескрепленных жестко
листов рессоры определяется их совместным
изгибом. Вычислив интеграл Мора по участ�
кам, получим линейное соотношение, свя�
зывающее прогиб рессоры с консольной на�
грузкой:
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Рис. 9. Расчетная схема рессоры
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xГ = (0; 0,15; 0,235; 0,335; 0,43; 0,515; 0,63) —
вектор граничных координат, разделяющий
рессору на шесть участков с однородной струк�
турой.
Разделив суммарный прогиб δz на состав�

ляющие таким образом, что
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можно получить дробно�дифференциальное
уравнение изгиба рессоры:
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где

A R x x Li i i1
3
1 2 112 1 2� �τ τ ψ
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A R x x Li i i2
3
1 112 1� �τ ψ
α ( , , )Г, Г, ;

A R x x Li i i3
3
2 112 2� �τ ψ
α ( , , )Г, Г, ;

A R x x Li i i4
3

112� �ψ( , , )Г, Г, ;

A E n b h E n b h

E n

i i i i i i i5
3

1 2
3

1 2
1 2 1 2� � �

�

К K K K Р Р Р Р

С

θ τ τ θ
α α α α

С С Сi i ib h 3 1 2
1 2τ τ

α α ;

A E n b h E n b h

E n b h

i i i i i i i

i i i

6
3

1
3

1
1 1� � �

�

К K K K Р Р Р Р

С С С С

θ τ
α α

3
1
1τ

α ;

A E n b h E n b h

E n b h

i i i i i i i

i i i

7
3

2
3

2
2 2� � �

�

К K K K Р Р Р Р

С С С С

τ θ
α α

3
2
2τ

α ;

A E n b h E n b h E n b hi i i i i i i i i i8
3 3 3� � �К K K K Р Р Р Р С С С С .

Коэффициенты Ai определяют вязкоупругие
свойства рессоры и зависят от констант вязко�
упругости материалов и ее геометрии.

Рис. 10. Сравнение нагрузочных характеристик рессоры



Сравнение нагрузочных характеристик рес�
соры приведено на рис. 10.
Показатели соответствия имитационной мо�

дели экспериментальным данным представле�
ны в табл. 3.

Таблица 3

Показатели соответствия

Показатель качества
Показатель
соответствия

по силе по прогибу

Коэффициент детерминации R2 0,97835 0,99488

Коэффициент корреляции Пирсо�
на r

0,99672 0,98836

Статическая жесткость и параметры гисте�
резисного демпфирования оцениваются по
имитационной модели, работающей по уравне�
нию (11). Для оценки статической жесткости
к модели прикладывается максимальная по ре�
зультатам эксперимента сила Pmax = 5 797,71 Н.
Установившееся значение прогиба составляет
δуст = 0,19963 м. Экспериментально определен�
ное значение прогиба, соответствующее этой
силе, δэкс = 0,189 м. Относительная погреш�
ность моделирования δизм = 5,6 %.
Параметры статической жесткости приведе�

ны в табл. 4.

Таблица 4

Параметры статической жесткости рессоры

Оцениваемый параметр Эксперимент Результат мо"
делирования

Статическая жесткость, Н/м 30675,7 29042,3

Относительная погрешность
моделирования, %

5,3

В табл. 5 представлены результаты анализа
экспериментальных и смоделированных дан�
ных при оценке гистерезисных потерь по ос�
циллограммам записанных значений изгибаю�
щей силы и прогиба при частоте возмущения
1,3 Гц.
При имитационном моделировании петля

гистерезиса эллиптическая. Сравнение экспе�
риментальной и смоделированной петель гис�
терезиса приведено на рис. 11. При моделиро�
вании, как показано выше, есть погрешность
в получении прогибов и усилий, на экспери�
ментальных данных виден перегиб гистерезис�
ной петли, обусловленный несовершенством

экспериментальной оснастки и оборудования,
смоделировать который предложенным мето�
дом невозможно. Однако, в энергетическом
смысле модели схожи — энергии рассеяния
совпадают, как показано в табл. 4, а погреш�
ность моделирования амплитуд прогибов
и усилий мала.

Таблица 5

Результаты определения энергии диссипации

Номер
пери"
ода

Значение энергии
диссипации, Дж

Но"
мер
пери"
ода

Значение энергии
диссипации, Дж

Экспери"
мент Модель Экспери"

мент Модель

1 146,20706 138,67386 7 133,23535 138,67284

2 142,10187 138,67340 8 135,74823 138,67351

3 142,63838 138,67282 9 134,93434 138,67292

4 135,86006 138,67295 10 130,21907 138,67273

5 130,39830 138,67346 11 139,84915 138,67356

6 133,40119 138,67287 12 132,42249 138,67297

Среднее значение для всех периодов: 136,41796 138,67316

Относительная погрешность опре�
деления:

δизм = 1,7 %

Вычислим коэффициент относительного
рассеяния энергии, который по определению
равен отношению энергии, рассеянной за цикл
колебаний, к максимальному значению упру�
гой энергии за тот же цикл:

ψ�
2

2

W

cA
.
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Рис. 11. Сравнение экспериментальной и смоделиро�
ванной петель гистерезиса
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Значения жесткости взяты из табл. 4, макси�
мального значения амплитуды — на рис. 11.
Результаты расчетов коэффициента относи�
тельного затухания:

ψэкс ≈ 0,1789;

ψмод ≈ 0,1853.

Мера демпфирования рессоры, оцененная
по коэффициенту относительного затухания,
близка к требуемым показателям демпфирова�
ния, рекомендованным в ряде литературных
источников [10–12].

Выводы

Для моделирования механического поведе�
ния рессоры и ее компонент под нагрузкой ис�
пользовалась модель стандартного линейного
тела с производными дробного порядка. Не�
смотря на сложность математического аппара�
та, производные дробного порядка дают весьма
высокие результаты сходимости математиче�
ских моделей с экспериментальными данны�
ми. Относительная погрешность моделирова�
ния составила менее 6 %.
Разработанные модели пригодны для описа�

ния и прогнозирования вязкоупругих свойств
рессор из ПКМ на этапе проектирования.
Применение рессоры из ПКМ с полимер�

ным материалом�заполнителем, позволит для
ряда транспортных средств (например, как это

было сделано для ВТС «ЗЭТ 6×6») отказаться от
металлических упругих элементов и гидравли�
ческих амортизаторов в пользу снижения сна�
ряженной массы и массы неподрессоренных
частей. Таким образом достигаются все пре�
имущества применения ПКМ в системах под�
рессоривания КМ, отмеченные выше.
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