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Рассмотрена задача управляемого поворота модели симметричного космического 
аппарата с двумя одинаковыми упругими панелями солнечных батарей, каждая из 
которых состоит из нескольких плоских недеформируемых секций, соединенных 
упругими шарнирами, по крену с одновременным гашением в момент завершения 
поворота колебаний по нескольким низшим собственным антисимметричным фор-
мам. Предложен общий подход к решению задачи для произвольной трехмерной 
упругой системы, совершающей конечный поворот относительно некоторой непо-
движной оси и нестационарные колебания. Сформулирована следующая задача: 
определить управляющую функцию, при которой линейная система поворачивается 
за определенное конечное время из одного состояния покоя в другое на заданный 
конечный угол с одновременным гашением в момент остановки упругих колебаний 
по нескольким низшим собственным формам. Предложен подход к решению сфор-
мулированной обратной задачи динамики пассивного управления системой, в кото-
ром получены решения для управляющей функции рассматриваемого класса в виде 
ряда по синусам и ряда по косинусам. В качестве примера для сравнения и анализа 
точности результатов, полученных с помощью предложенного подхода, выполнены 
расчеты для модели космического аппарата с двумя панелями солнечных батарей, 
состоящих из четырех плоских секций. Рассмотрен конечный поворот системы по 
крену с гашением в момент завершения поворота нескольких (от одной до трех) 
низших собственных форм колебаний с анализом влияния геометрических нели-
нейностей системы. 
Ключевые слова: космический аппарат, управляемый поворот, гашение колебаний, 
управляющая функция, обратная задача динамики, поворот по крену. 
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This work presents the problem of controlled roll turning of a symmetric space vehicle 
model with two identical solar panels, each consisting of several flat nondeformable sections 
connected by elastic hinges, with simultaneous damping of vibrations at several lower 
antisymmetric modes at the end of the turn. A general approach is proposed to the solution 
of the problem of an arbitrary three-dimensional elastic system undergoing a finite turning 
about a fixed axis, and nonstationary vibrations. The following problem is formulated: to 
determine a control function when the linear system turns during a finite time from one 
state of equilibrium to another by a predetermined angle, with simultaneous damping of 
elastic vibrations at the stopping time with regards to several lower eigenmodes. The author 
proposes an approach to solving the formulated inverse problem of dynamics of passive 
control of the system where solutions for the control function of the considered class are 
obtained as a series of sines and cosines. Calculations for a space vehicle model with two 
solar panels consisting of four flat sections are performed in order to compare and analyze 
the accuracy of the results obtained using the proposed method. A finite roll turning of the 
system with damping of several (from one to three) lower vibrational eigenmodes at the 
final moment of turning is considered. The influence of geometrical nonlinearities of the 
system is analyzed. 

Keywords: space vehicle, controlled turning, vibration damping, control function, inverse 
problem of dynamics, roll turning. 

При конечных поворотах манипуляционных 
роботов [1], космических аппаратов [2, 3] и 
других упругих систем возникают нестацио-
нарные колебания, которые необходимо быст-
ро погасить по завершении поворота. Для этого 
часто используют различные активные или по-
луактивные системы управления [2]. Более про-
стым является пассивное управление поворо-
том системы c гашением ее упругих колебаний, 
для чего требуется решить обратную задачу ди-
намики системы и определить необходимый 
для конечного поворота и гашения колебаний 
управляющий момент. 

Задача оптимального управления поворотом 
упругого стержня с одним и двумя твердыми 
телами на концах рассмотрена в статьях [4, 5]. 
В работах [6, 7] сформулирована обратная зада-
ча динамики при конечных перемещениях и 
поворотах произвольной упругой системы с 
гашением ее упругих колебаний и предложен 

метод решения этой задачи путем согласования 
частот устраняемых собственных форм колеба-
ний с заданным силовым или кинематическим 
управляющим воздействием. 

Цель работы — рассмотрение общих подхо-
дов к определению управляющих функций, 
позволяющих повернуть за определенное время 
на конечный угол линейную механическую си-
стему с одновременным гашением в момент 
остановки упругих колебаний по нескольким 
низшим собственным формам, и проверка этих 
подходов на конкретных примерах расчета. 

 
Общий подход к решению задачи управления 
поворотом произвольной трехмерной упру-
гой системы. Рассмотрим систему, которая под 
действием нестационарной нагрузки совершает 
вращательное движение относительно некото-
рой неподвижной оси, сопровождаемое упру-
гими колебаниями (рис. 1). Движение упругого 
тела описывается во вращающейся с угловой 
скоростью z    относительно оси z  системе 
координат 0 ,xyz  угол поворота ( )t  которой 
считается конечным (может быть большим),  
а относительные упругие перемещения — ма-
лыми. Упругое тело является свободным по уг-
лу поворота (вариация   произвольна) и 
упругим перемещениям. Если система свободна 
по всем степеням свободы твердого тела, то 
ось z  должна совпадать с одной из главных 
центральных осей такого тела, а главный век-
тор и проекции главного момента нагрузки на 
оси ,x  y  должны равняться нулю. 

 
Рис. 1. Произвольная трехмерная упругая система 
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Кинетическая энергия вращающейся отно-
сительно оси z  системы определяется выраже-
нием 
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При малых упругих колебаниях, полагая 
x u x  , y v y  , т. е. пренебрегая нелиней-
ными членами третьего и четвертого порядка, 
представляющими центробежные и кориоли-
совы силы в относительном движении, кинети-
ческую энергию можно представить в виде 
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где dm dV   (  и V  — плотность и объем 
всех элементов системы). 

Упругие перемещения системы, имеющей  
в относительном движении конечное число s  
степеней свободы, в обобщенных координатах 

( ),iq t  1, 2, ,i s   записываются как 
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где ( , , )iU x y z , ( , , )iV x y z , ( , , )iW x y z  — извест-
ные (или заданные) функции, представляющие 
собой возможные перемещения системы, т. е. 
удовлетворяющие условиям непрерывности 
перемещений элементов, согласно принятой 
модели их деформирования, и геометрическим 
условиям их соединения (связям). Для приве-
дения системы, имеющей распределенные ха-
рактеристики упругости, к системе с конечным 
числом степеней свободы можно использовать 
метод Ритца или метод конечных элементов. 

Угол поворота системы ,  являющийся 
циклической обобщенной координатой (от ко-
торой потенциальная энергия не зависит), обо-
значим как 0( ).q t   С учетом выражения (2) и 

0z q    запишем кинетическую энергию (1) в 
обобщенных координатах: 
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В выражении (3) 
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где zJ  — момент инерции системы относитель-
но оси .z  

Малые упругие деформации элементов си-
стемы линейно зависят от их перемещений и, 
следовательно, от обобщенных координат. По-
этому потенциальную энергию деформации 
системы можно записать в виде квадратичной 
формы обобщенных координат: 
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где ij jik k  — коэффициенты жесткости; 
00 0,k   0 0ik   при 1, 2, , .i s   

Потенциальной энергией гравитации, зави-
сящей от упругих перемещений и угла поворо-
та   системы, будем пренебрегать. 

Вариация работы действующих на систему по-
верхностных нагрузок ( , , , ),xp x y z t  ( , , , ),yp x y z t  

( , , , )zp x y z t  при допущениях ,x u x   y v y   
имеет вид 
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где zM  — управляющий момент; ,u  ,v  w  и 
iq  — вариации упругих перемещений системы 

и обобщенных координат соответственно. 
С учетом выражений (3)–(5) уравнения 

движения системы в обобщенных координатах 

0
[ ] ; 0, 1, 2, , ,

s
ij j ij j i

j
m q k q Q i s


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запишем в матричной форме: 

  , Mq Kq Q   (6) 

где [ ],ijmM  [ ]ijkK  и { },iqq  { }iQQ  — 
соответственно матрицы и векторы порядка 

1s   при , 0, 1, 2, , .i j s   
Преобразуем уравнение (6) к нормальным 

координатам. Положим 0,Q  sin t q X  и 
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решим задачу о собственных колебаниях сво-
бодной по углу   упругой системы 

  2[ ] 0 , ; 0, 1, 2, , .n n n s   K M X X   

Вектор q  представим в виде разложения по 
собственным формам колебаний 
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С учетом условий ортогональности соб-
ственных векторов T 0,m n X MX  T 0m n X KX  
при m n  получим уравнения для нормальных 
координат ( )nf t : 
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0n   представляет собой уравнение враща-
тельного движения системы как абсолютно 
твердого тела: 
  ( ).z zJ M t    (8) 

Далее при решении обратной задачи дина-
мики пассивного управления поворотом систе-
мы и ее упругих колебаний будем считать, что 
все нагрузки изменяются по времени пропор-
ционально одной безразмерной управляющей 
функции ( )t : 

  0( ) ( );n nF t F t     0( ) ( ),z zM t M t    (9) 

где 0
nF  и 0

zM  — постоянные амплитудные зна-
чения нагрузок, имеющие размерность силы и 
момента соответственно. 

С учетом выражения (9) при нулевых 
начальных условиях (0) 0,   (0) 0   решение 
уравнения (8) имеет вид 
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Постановка обратной задачи динамики пас-
сивного управления системой и подход к ее 
решению. Сформулируем следующую задачу: 
найти такие управляющие функции ( ),t  при 
которых система за время T  поворачивается на 
конечный угол T  из одного состояния покоя 
( (0) 0;   (0) 0;   (0) 0;nf   (0) 0,nf   n   

1, 2, , )s   в другое с одновременным гашени-
ем в момент остановки p s  собственных 
упругих колебаний ( ( ) 0;T   ( ) ;TT    

( ) 0;nf T   ( ) 0,nf T   1, 2, , ).n p   

При ( ) 0T   и ( ) TT    из решения урав-
нения (10) следуют условия 
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Функцию ( )t  будем искать в классе анти-
симметричных относительно /2t T  функций 

( ) ( ),t T t     удовлетворяющих условию (11) 
и обеспечивающих разгон системы при 
0 /2t T   и торможение при /2 .T t T   

Используя ряды тригонометрических функ-
ций, получим решение задачи гашения упругих 
колебаний системы при конечном повороте. 

Сначала представим функцию ( )t  в виде 
ряда синусов: 
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Здесь kb  — безразмерный коэффициент при 
каждом члене ряда разложения функции ( )t  
по синусам, подлежащий дальнейшему опреде-
лению. 

С учетом выражения (13) угол поворота си-
стемы (10) изменяется как 
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и при t T  с учетом условия (12) будет равен 
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Решение уравнений (7) с учетом выражений 
(9) и (13) при 1, 2, 3,n   , n k    и началь-
ных условиях (0) 0,nf   (0) 0nf   имеет вид 
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Конечные условия ( ) 0,nf T   ( ) 0nf T   опре-
деляются выражениями 
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и удовлетворяются при одном условии: 
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Из уравнений (14), (16) следует, что для по-
ворота системы из состояния покоя на угол T  
при ( ) 0T   за время T  с одновременным 
устранением в момент t T  упругих колеба-
ний по N  низшим собственным формам 
( 1, 2, , )n N   с помощью управляющего  
момента 0( ) ( )z zM t M t   в разложении (13) 
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систему 1N   уравнений (14) и (16): 

  

1

2 0
1

1

2 2 2
1

1 2 ;

0; 1, 2, , .

N z
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Из выражений (15) следует, что колебания 
по n-й форме могут быть устранены при одно-
временном выполнении условий 

  1 cos 0; sin 0; .n n nT T k         

В этом случае для гашения колебаний, 
например, при 1,k   1( ) sin ,t b t    одновре-
менно по нескольким собственным формам 
( 1, 2, 3, )n    необходимо, чтобы их собствен-
ные частоты 1n n    удовлетворяли соотно-
шениям 2n nT    ( n  — одно из чисел по-
следовательности 2, 3, 4, )  [7]. 

Далее представим функцию ( )t  в виде ряда 
косинусов: 

 ( ) cos ; 2 / ; 1, 3, 5, .
2k

k

k
t a t T k


        (17) 

Здесь ka  — безразмерный коэффициент при 
каждом члене ряда разложения функции ( )t  
по косинусам, подлежащий дальнейшему опре-
делению. 

Угол поворота (10) изменяется как 

  
0

2 2
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2
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J k
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и при t T  будет равен 

  
0

2 2
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    (18) 

Решение уравнений (7) с учетом выражений 
(9), (17) при 1, 2, 3, ,n    /2n k    и началь-
ных условиях (0) 0,nf   (0) 0nf   имеет вид 
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Конечные условия при t T  определяются 
выражениями 
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 (19) 

и удовлетворяются при одном условии: 

  2 2 2 0; 1, 3, 5, .
/4

k

k n

a k
k

 
      (20) 

Для гашения упругих колебаний по N  низ-
шим собственным формам ( 1, 2, , )n N   в 
момент t T  необходимо определить 1N   
коэффициентов ka  при 1, 3, 5, , 2 1k N   из 

1N   уравнений (18) и (20): 
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Кроме того, например, при 1,k   
1( ) cos( /2)t a t    уравнения (19) удовлетво-

ряются при одновременном выполнении усло-
вий 

  sin 0; 1 cos 0; .n n nT T T         

В этом случае колебания по нескольким соб-
ственным формам ( 1, 2, 3, )n    при 1n n    
устраняются, если выполняются условия nT   

2 n   ( n  — выбранное для каждого n  чис-
ло из последовательности 3/2, 5/2, 7/2, )  [7]. 
Этого можно добиться так же, как и в случае 
действия управляющего момента в виде волны 
синусоиды, путем специальной настройки соб-
ственных частот исследуемой системы. 

 
Пример расчета. Рассмотрим плоское движе-
ние по крену модели симметричного относи-
тельно плоскости 0y   космического аппарата 
(КА) с двумя одинаковыми плоскими панелями 
солнечных батарей (СБ), каждая из которых 
состоит из недеформируемых секций, соеди-
ненных между собой и с недеформируемым 
центральным телом упругими шарнирами 
(рис. 2). 
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При повороте системы на конечный 
угол ( )t  под действием управляющего момен-
та ( )zM t  ее центр масс C  остается неподвиж-
ным. Поперечное перемещение v и угол пово-
рота k-й секции k  правой панели СБ в отно-
сительном движении при малых колебаниях 
(sin ,k k    cos 1)k   определяются выраже-
ниями 

1 1

1 1

0 0
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k k k k k
k

k k k k k

v v v v k s
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      

       

  



 

где 0v  и 0  — поперечное перемещение и угол 
поворота, задающие граничные условия сты-
ковки КА и первой секции панели СБ. 

Кинетическая энергия КА с двумя панелями 
СБ, совершающими при конечном повороте 
малые антисимметричные колебания согласно 
выражению (1), при z   , 0u  , 0w   имеет 
вид 
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где момент инерции определяется выражением 

  2 2 2
0 11

1
2 .
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s k k
z k k kk k k
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m aJ J x x x x x
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Здесь k  — сосредоточенная масса в k -м шар-
нирном узле; km  — погонная вдоль оси x  мас-
са k-й секции; 0J  — момент инерции централь-
ного тела КА. 

Потенциальная энергия деформации пру-
жин в упругих шарнирных узлах двух панелей 
СБ и вариация работы управляющего момента 

определяются по соответствующим выраже-
ниям: 
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где kc  — жесткость пружины по углу поворота 
в k-м узле. 

Уравнения колебаний системы получаем как 
уравнения Лагранжа в обобщенных координа-
тах ,  1,v , 2 ,v  …, sv  и записываем в матричном 
виде (6) для вектора T

1 2[ ] .sv v v q   Урав-
нения колебаний КА в нелинейной постановке 
получены в работе [8]. 

Расчеты выполнены для системы со следую-
щими исходными данными: 0 83,33J   кг·м2; 

0 0,5x   м; 4s  ; а1 = а2 = а3 = а4 = 1 м; 1 = 2 = 
3 = 4 = 1 кг; m1 = m2 = m3 = m4 = 1,5 кг·м–1; 0c   
= 1 500 Н·м, 1 2 3c c c    1 000 Н·м. Собствен-
ные частоты колебаний исходной системы: 

0 0;   1 6,067   рад·с–1; 2 21,978   рад·с–1; 
3 54,177   рад·с–1; 4 88,019   рад·с–1. 

На рис. 3 слева приведены результаты реше-
ния в рядах по синусам (13) задачи управляемо-
го поворота системы за время 3T   с на угол 

/2T    с гашением упругих колебаний при 
t T  одновременно по N  низшим собствен-
ным формам. Результаты решения той же са-
мой задачи в рядах по косинусам (17) показаны 
на рис. 3 справа. Время 3T   с выбрано таким 
образом, чтобы колебания для такой системы 
не выходили за пределы линейной теории 
(sin ,k k    cos 1,k   | | 0,5k   рад). В этом 
случае решения задачи в данной постановке по 
линейной и нелинейной теории практически 
совпадают. 

Оценка колебаний при ,t T  представляю-
щих колебания по непогашенным высшим соб-
ственным формам ( ),n N  показала, что в обо-
их рассмотренных случаях эти «остаточные» 
колебания пренебрежимо малы (даже при 

1,N   что видно из рис. 3). 

 
Рис. 2. Космический аппарат с панелями солнечных батарей 

 



#12 [681] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 103 

Численные значения размахов остаточных 
колебаний по углу 4  приведены в таблице. 

Рассмотрим поворот данной системы на тот 
же самый угол 2T    за время 2T   с. 
В этом случае колебания системы выходят за 
пределы применимости линейной теории 
(| | 0,5k   рад). На рис. 4 показано решение за-
дачи в рядах по синусам и косинусам с гашени-
ем колебаний по трем низшим собственным 

формам. Из графиков видно, что в этом случае 
остаточные колебания как по углу ,  так и по 
углу 4  за счет нелинейности достаточно вели-
ки, что говорит о неприменимости линейной 
теории для решения задачи гашения колебаний. 

Выводы 
1. Представлен подход для решения обрат-

ной задачи динамики конечного поворота за 
определенное время упругой системы из одного 
состояния покоя в другое с гашением колеба-
ний по нескольким низшим собственным фор-
мам в момент остановки системы. Управляю-
щая функция времени для исходной системы 
представлена в виде ряда по синусам и ряда по 
косинусам. Получены уравнения для определе-
ния коэффициентов этих рядов. 

2. Результаты расчета динамической реак-
ции при конечном повороте по крену КА с 

Таблица 
Значения размахов, рад 

Вид  
решения N = 1 N = 2 N = 3 

Ряд по 
синусам 

31,181 10  69,393 10  66,589 10  

Ряд по 
косинусам 

45,761 10  52,866 10  66,982 10  

 
Рис. 3. Зависимости управляющего момента zM  (а), углов   (б) и 4  (в) от времени t, полученные  

при решении задачи в рядах по синусам (слева) и косинусам (справа) с гашением собственных  
форм колебаний: 

1 — 1;N   2 — 2;N   3 — 3N   
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двумя панелями СБ в линейной постановке 
показали, что при гашении колебаний двух 
или трех низших собственных форм остаточ-

ные колебания после завершения поворота по 
высшим формам являются пренебрежимо ма-
лыми. 
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