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При решении задач о нагружении конструкций, содержащих стержневые элементы, 
часто приходится иметь дело с большими (соизмеримыми с длиной стержня) пере-
мещениями таких элементов. В механике деформируемого твердого тела разработан 
ряд методов решения нелинейных задач, применимых к расчету как пластин, оболо-
чек, мембран, так и стержней. В статье рассмотрен относительно простой и достаточ-
но точный для повседневной инженерной практики метод последовательных нагру-
жений для решения плоских задач механики стержней. Представлены результаты 
численного исследования примеров нагружения стержней различными силами, для 
которых в научной литературе приведены точные аналитические решения, и нагляд-
но продемонстрирована точность предлагаемого метода решения подобных задач. 
Приведенный метод численного исследования глубокого деформирования плоского 
стержня достаточно легко может быть распространен и на конструкции в виде про-
странственных стержней сколь угодно сложной геометрии. Данная тематика может 
быть интересна специалистам в области механики стержней. 
Ключевые слова: метод последовательных нагружений, плоский стержень, нелиней-
ная система уравнений, связанный базис, декартов базис, матрица преобразования, 
вектор состояния, линеаризованная система уравнений, шаг по нагрузке. 

When solving problems of loading of structures comprising rod elements, one often has to 
deal with large displacements of these elements (i.e. commensurate with the length of the 
rod). A number of methods for solving nonlinear problems applicable to the calculation of 
plates, shells, membranes, as well as rods, has been developed in the mechanics of 
deformable solids. This article describes a relatively simple method of successive loadings to 
solve the plane problems of the mechanics of rods that is accurate enough for everyday 
engineering practice. The results of numerical studies of the rods exposed to different loads 
are presented, for which exact analytical solutions are available in the literature. The 
accuracy of the proposed method of solving such problems is demonstrated. The described 
method of numerical investigation of deep deformation of flat rods can be easily applied to 
studying constructions of spatial rods of arbitrarily complex geometry. This topic may be of 
interest to specialists in the field of mechanics of rods. 
Keywords: method of successive loading, flat rod, nonlinear system of equations, associated 
basis, Cartesian basis, transformation matrix, state vector, linearized system of equations, 
step load. 



34 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #12 [681] 2016 

Перемещения стержневых элементов, возни-
кающие при нагружении строительных, маши-
ностроительных, приборных и иных конструк-
ций, часто нельзя считать малыми. В связи с 
этим решить задачу нагружения стержневых 
конструкций с помощью линейных (линеари-
зованных) уравнений, описывающих поведение 
стержня, не представляется возможным. При 
больших перемещениях необходимо использо-
вать точные уравнения, полученные при выво-
де статического равновесия стержня в самой 
общей постановке. Этой проблеме уделяется 
большое внимание как в России [1–3], так и за 
рубежом [4–8]. 

Существует ряд численных методов реше-
ния задач механики при нелинейном деформи-
ровании объекта исследования (пластина, обо-
лочка или стержень). Есть методы, в основе ко-
торых лежит решение непосредственно точных 
нелинейных уравнений, описывающих поведе-
ние объекта [9–13]. Самыми известными и рас-
пространенными из них являются: метод про-
должения решения по параметру в дискретной 
и непрерывной постановках [10], метод «при-
стрелки» (баллистический метод), метод 
наилучшей параметризации [11], вариацион-
ные методы [10]. Все эти методы являются точ-
ными, но достаточно сложны в алгоритмизации 
и численной реализации. Очевидно, что задачу 
о нелинейном деформировании стержня даже 
простой геометрии может быть решена только 
численно, за исключением некоторых частных 
случаев [9]. 

Рассмотрим решение задачи деформирова-
ния плоского стержня методом последова-
тельных нагружений (МПН), разработанным 
профессором В.З. Власовым [14] для расчета 
оболочек. Профессор В.А. Светлицкий адап-
тировал этот метод для решения задач меха-
ники стержней [15]. Этот метод является мно-
гошаговым (как и большинство точных мето-
дов). Суть метода состоит в последовательном 
нагружении стержня внешними силами, подо-
бранными таким образом, что при каждом 
нагружении перемещения точек осевой линии 
стержня и углы поворота связанных осей яв-
ляются малыми. 

Этот вариант численного решения нелиней-
ных уравнений приводит при каждом дискрет-
ном увеличении нагрузки к линейным (лине-
аризованным) уравнениям. Для m-го нагруже-
ния стержня внешняя сила ( ) ,m kF F  где m  — 
номер шага нагружения; k  — параметр, опре-

деляющий часть общей нагрузки на каждом 
шаге нагружения, 1/k n  (n  — число шагов 
нагружения). Таким образом, решение задачи 
деформирования стержня при больших пере-
мещениях заменяется последовательным реше-
нием ряда задач о деформировании стержня 
при малых перемещениях, т. е. фактически ли-
нейных задач. 

Необходимо отметить, что при решении за-
дачи одним из перечисленных точных методов 
приходится использовать итерационные методы 
подбора решения на каждом шаге нагружения. 
Это усложняет алгоритм решения задачи и уве-
личивает время численного счета. Исследовате-
лям, занимающимся данной проблематикой, 
известно, насколько чувствительны итерацион-
ные процессы к выбору начального приближе-
ния. При неудачном начальном приближении 
процесс может не сойтись, приходится «откаты-
вать» назад, брать новое приближение, менять 
шаг нагружения, увеличивать точность как са-
мого численного интегрирования системы урав-
нений, так и критерия выхода из итерационного 
процесса и т. д. 

Цель работы — продемонстрировать, что за-
дача о нелинейном деформировании плоского 
стержня может быть решена намного проще 
без существенной потери в точности, т. е. точ-
ность МПН вполне достаточна для повседнев-
ной инженерной практики. При этом алгорит-
мизация численного расчета с использованием 
МПН достаточна проста и доступна не только 
исследователям с научным опытом, но и начи-
нающим инженерам и студентам. 

Перед рассмотрением плоского стержня по-
кажем, как можно получить систему уравнений 
МПН на примере пространственного стержня. 
Возьмем за основу дальнейших исследований 
нелинейную систему уравнений равновесия 
пространственно-криволинейного стержня в 
связанных осях [15]: 

  








 


        


  


      


 





( )

=1

( )
1

1

(1) 1
1 2 0

11 1 21 2 31 3

(1)
0

+ × + + ( )=0;

( ) 0;

0;

( 1) 0;

( ),

n
i

i
i

k

d
d
d
d

dL L A
d

d l l l
d

A

Q æ Q q F

M æ M e Q μ T

θ æ M

u æ u e e e

M æ æ

 (1) 



#12 [681] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 35 

где Q , M , u  — векторы соответственно внут-
ренних сил, моментов и перемещений точек 
осевой линии стержня;   — безразмерная ду-
говая координата,   /s l  (s  — размерная ко-
ордината; l  — длина стержня); æ  и (1)

0æ  — 
векторы, компонентами которых являются 
кривизны осевой линии стержня после нагру-
жения и в естественном состоянии; q  и μ  — 
распределенные силы и моменты; ( )iF  и ( )T  — 
сосредоточенные силы и моменты;  ( ),i  

 ( )  — обобщенные функции Дирака, 
определенные в соответствующих координа-
тах  ,i ; θ  — вектор углов поворота связан-
ных осей относительно положения в естествен-
ном (ненагруженном) состоянии,  i iθ e  
( i  — компоненты вектора углов поворота, 
ie  — орты связанного деформированного 

главного базиса); A  — диагональная матрица 
безразмерных жесткостей при кручении 11( )A  и 
изгибе 22 33( , )A A  (относительно главных осей 
сечения); ijl  — элементы матрицы преобразо-
вания базисных векторов .L  Входящие в систе-
му уравнений (1) матрицы 1L  и 2 ,L  а также мат-
рица L  подробно рассмотрены в работе [15]. 

Получим систему уравнений МПН на при-
мере первого уравнения для внутренних сил. 

На первом шаге нагружения 
    (1) .F F  

Здесь и далее верхний индекс соответствует 
номеру шага нагружения. Под F  будем прини-
мать все внешние силы, 
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где  (1)Q  — приращение внутренней силы на 
первом шаге нагружения; 0æ  — начальная кри-
визна;  (1)æ  — изменение кривизны. 

Для линеаризации уравнения (2) необходи-
мо принять  (1)æ  0 (т. е. считать, что измене-
ние кривизны на первом шаге по сравнению с 
начальной кривизной 0æ  мало). Тогда лине-
аризованное уравнение для сил на первом шаге 
нагружения имеет вид 
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На втором шаге нагружения запишем урав-
нение для сил в абсолютных значениях: 
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Исключая из этого уравнения те слагаемые, 
которые составляют тождество (3), а также 
пренебрегая бесконечно малыми и линеаризи-
руя это уравнение (полагая   (2) (2)× 0),æ Q  
получим 
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На m-м шаге по нагрузке (предполагая рав-
номерный шаг) имеем векторное уравнение для 
внутренних сил 
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Остальные уравнения системы (1) приводят-
ся к линеаризованному виду аналогично. Таким 
образом, можно получить систему обыкновен-
ных линеаризованных дифференциальных урав-
нений МПН, описывающих поведение прост-
ранственно-криволинейного стержня на m-м 
шаге нагружения. Приведем ее, заменив вектор-
ные произведения векторно-матричными: 
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где Q ( )m ,  ( ) ,mM   ( )mθ  и  ( )mu  — приращение 
вектора соответственно внутренней силы, внут-
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реннего момента, угловых перемещений и ли-
нейных перемещений на m-м шаге нагружения. 

В системе уравнений (4) 
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На основе системы (4) для пространственно-
криволинейного стержня можно получить си-
стему уравнений МПН и для плоского стержня. 
Его поведение описывается не двенадцатью 
компонентами вектора состояния, а шестью: 
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где ( 1)
3æ m  и ( 1)m

jQ  — кривизна и внутренние 
силы, «накопленные» в стержне на предыду-
щих (m – 1)-х шагах нагружения, 
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( )
3
m  — приращение угла поворота на m-м ша-

ге нагружения. 
Следует отметить, что такой вид система 

имеет только при действии следящих сил, когда 
нет так называемого приращения нагрузки, свя-
занного с изменением направления сил по от-
ношению к векторам связанного базиса. Напри-
мер, в случае действия «мертвых» сил правая 
часть первых трех уравнений изменится [15]. 

Для того чтобы судить о точности МПН, 
применим его для численного решения двух 
задач о деформировании плоских стержней, 
которые имеют точное аналитическое решение. 

 
Задача о деформировании плоского кольца. 
На рис. 1 показано кольцо, сжимаемое по диа-
метру двумя силами, представленное в моно-
графии Е.П. Попова [9], где приведено точное 
решение этой задачи, точно рассчитана сила, 
при которой происходит смыкание кольца, и 
показан вид деформированной оси нижней 
правой четверти кольца при различных нагруз-
ках (рис. 2). Текущая сила P имеет размерность 
гс (грамм-сила), 100 гс = 1 Н. 

Приведем методику решения данной задачи 
с помощью МПН. В силу симметрии объекта 
исследования рассмотрим только половину 
кольца (рис. 3). Сформулируем краевые усло-
вия задачи: 1) при   0  (в неподвижной задел-
ке слева):      ( ) ( ) ( )

1 2 3 0;m m mu u  2) при  1 
(в скользящей заделке справа)    ( ) ( )

1 3
m mu  

 0;    ( )
2 .mQ F  Нагрузка на правом конце 

стержня является следящей, т. е. меняется от 
шага к шагу только ее модуль, но не меняется 
направление по отношению к связанным осям. 
Она всегда направлена по орту 2 .e  Таким обра-

 
Рис. 1. Кольцо, сжимаемое по диаметру двумя  

силами (из монографии Е.П. Попова) 
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зом, внешняя нагрузка, приложенная к стерж-
ню, является краевой. Больше никаких сил к 
стержню не приложено, поэтому в уравнениях 
(5) имеем      1 2 3 0.F F T  

Для сведéния краевой задачи к задаче Коши 
(задаче с начальными условиями) используем 
метод начальных параметров. Рассмотрим ре-
шение системы (5), представив ее в виде одного 
векторно-матричного уравнения 

      


( )
( )( ) ( ) ( ) 0,

m
md A

d
Y Y  (6) 

где ( )( )mY  — вектор состояния системы, 
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3 3 1 2( ) ( , , , , , );m m m m m mm Q Q M u uY
 ( )A  — матрица коэффициентов системы. 

Решение уравнения (6) запишем в виде 

    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,m m mY K C  (7) 

где ( )( )mK  — фундаментальная матрица реше-
ний на шаге нагружения; ( )mC  — вектор посто-
янных на m-м шаге. 

Для получения матрицы ( )( )mK  достаточно 
проинтегрировать однородную систему урав-
нений (5) шесть раз со следующими начальны-
ми условиями: 
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Каждое решение ( )( )m
iY  будет i-м столбцом 

матрицы ( )( ).mK  В соответствии с приведен-
ными выше краевыми условиями при   0  
имеем   ( ) ( ) ( )

54 6 0.m m mc c c  Для оставшихся 
трех компонент вектора ( )mC  получим три ал-
гебраических уравнения из условий при 1:   

  

    


  
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 22 2 23 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
41 1 42 2 43 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
51 1 52 2 53 3

(1) (1) (1) ;
(1) (1) (1) 0;
(1) (1) (1) 0,

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m

k c k c k c F
k c k c k c
k c k c k c

 

где ( )(1)m
ijk  — компоненты матрицы ( )(1).mK  

Из системы (5) находим оставшиеся три 
константы ( ) ( ) ( )

1 2 3, ,m m mc c c  и можем полностью 
сформировать решение ( )( )mY  на текущем  
m-м шаге по формуле (7). Этот алгоритм по-
вторяется заранее намеченное число шагов 
нагружения n. В итоге имеем напряженно-де-
формированное состояние стержня: 
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Заметим, что внутренние силы, моменты и 
углы поворота просто суммируются на каждом 
шаге, а линейные перемещения необходимо 
суммировать в неизменном декартовом базисе. 
Поэтому на каждом шаге нагружения форми-
руется соответствующая матрица перехода. Это 
происходит следующим образом. Сначала фор-
мируется матрица преобразования 0L  декарто-
ва базиса { }i  в связанный недеформированный 

0{ ( )}e  (рис. 4). Угол между ортами 1i  и 10e  
равен      30( ) /2 ( ),  где   ( ) / .s R  По-
этому матрица 0L  имеет вид 

  
1 2

0
10 30 30

20 30 30

( ) cos ( ) sin ( )
sin ( ) cos ( )

      
    

i i
L e

e
 

 
Рис. 2. Виды деформированной оси кольца,  
полученные Е.П. Поповым при различных  

значениях нагрузки Р (гс) 
 

 
Рис. 3. Схема нагружения полукольца 
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Матрица перехода  ( 1)( )mL  от недеформи-
рованного базиса 0{ ( )}e  к деформированному 

 ( 1){ ( )}me  на (m – 1)-м шаге (рис. 5): 

    

  

     

    

10 20
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3 3

1
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m i
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Тогда на каждом текущем шаге m  прираще-
ние линейных перемещений в декартовом бази-
се определяется как 

      
  

   

( ) ( )
T1 1( 1) 0

( ) ( )
2 2

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

m m
x m
m m

x

u u
u u

L L  

Зная линейные перемещения, можно опреде-
лить и деформированное состояние полукольца 

на каждом шаге нагружения. На рис. 6 представ-
лено деформированное состояние кольца для 
тех же сил и при той же жесткости, что и в мо-
нографии Е.П. Попова. У Попова теоретически 
рассчитанная сила смыкания т 28,016 / ,xQ EI R  
где xEI  — жесткость. При расчете были приня-
ты следующие параметры кольца: радиус кольца 
R = 10 см; высота сечения h = 0,5 мм; ширина 
сечения b = 4,8 мм; модуль упругости 
  52 10 МПа.E  Тогда 2/ 1 H,xEI R  и сила 
т 8,016 H.Q  Расчетная сила смыкания полу-

кольца р 4,05 H,F  тогда расчетная сила смы-
кания полного кольца р 8,1 H.Q  Погрешность 
составляет около 1 %. Такая точность достигает-
ся при 40 шагах нагружения и относительной 
точности интегрирования системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений методом 
Адамса, не превышающей 410 .  

 
Задача о нагружении консольной балки кон-
цевой сосредоточенной «мертвой» силой. На 
рис. 7 приведена консольная балка, нагружен-

 
Рис. 6. Виды деформированной оси кольца,  

полученные при расчете: 
1 — F = 4 Н; 2 — F = 3 Н; 3 — F = 2 Н; 4 — F = 1 Н;  

5 — F = 0,5 Н; 6 — F = 0 

 

 
Рис. 4. Связь между центральным углом ( )s   

и углом 30( )s  (для вывода матрицы  
преобразования 0 )L  

 
Рис. 5. Связь между базисами 0{ ( )}e  и  ( 1){ ( )}me  
(для вывода матрицы преобразования  ( 1)( ))mL  

 
Рис. 7. Схема нагружения балки  

«мертвой» нагрузкой 
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ная на конце вертикальной силой, не меняю-
щей своего направления в пространстве. Это 
может быть сила веса груза. Длина балки l, b и 
h — ширина и высота прямоугольного сечения. 

Данная задача также точно решена Е.П. По-
повым [9]. На рис. 8 приведены виды изогнутой 
(деформированной) оси балки, полученные им 
при различных значениях силы, где H  — жест-
кость балки при изгибе,   3 /12.xH EI Ebh  
Краевые условия данной задачи следующие: 
1) при   0  (в неподвижной заделке справа) 
     ( ) ( ) ( )

1 2 3 0;m m mu u  2) при  1 (на сво-
бодном конце слева)   ( ) ( )

1 1 ,m mQ F   ( )
2
mQ  

  ( )
2 ,mF   ( )

3 0.mM  Нагрузка на левом конце 
стержня является «мертвой», т. е. от шага к ша-
гу меняются как ее модуль, так и направление 
по отношению к постоянно меняющимся свя-
занным осям. Поэтому определение сил 
 ( )

1 (1)mF  и  ( )
2 (1),mF  входящих в граничные 

условия, представляет отдельную задачу. Внеш-
няя нагрузка, приложенная к стержню по его 
длине, отсутствует, следовательно, как и в 
предыдущей задаче,      1 2 3 0.F F T  

Определим краевую нагрузку — силы 
 ( ) ( )

1 2(1), (1).m mF F  В случае действия «мертвых» 
сил необходимо учитывать на каждом шаге по 
нагрузке тот факт, что сила меняет свое 
направление по отношению к меняющимся 
векторам связанного базиса. Поэтому опреде-
лим так называемое приращение нагрузки на 
каждом шаге. Это приращение получает не 
только нагрузка, прикладываемая на m-м шаге, 
но и вся нагрузка, действующая на балку к дан-
ному шагу (т. е. как бы «накопленная» к данно-
му шагу). 

Силы  ( ) ( )
1 2(1), (1)m mF F  в краевых условиях 

при  1 определяются следующим образом: 

  
 

 

( ) ( )
1 1( 1) 0
( ) ( )

2 2

(1) (1)
(1) (1)

(1) (1)

m m
xm

m m
x

F F
F F
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( )
1( 1) 0

( )
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(1)
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m
xm m

m
x

F
F

L L L  (8) 

где 0(1)L  — единичная матрица (т. е. декартов 
базис и связанный недеформированный совпа-
дают);  (1)mL  — матрица, имеющая вид  

 


 


( )
3

( )
3

0 (1)
(1) .

(1) 0

m
m

mL  

Первое слагаемое в формуле (8) определяет 
силы данного m-го шага в связанном базисе  

(m – 1) (силы в предыдущем по отношению 
к совершаемому шагу базисе всегда известны), 
а второе — выражение для приращения всей 
силы, приложенной на конце балки, т. е. и 
накопленной к данному шагу, и прикладывае-
мой на данном шаге. Внешняя сила направлена 
вертикально вниз, поэтому в декартовом базисе 
имеем 
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Обозначим:  
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— внешние силы m-го шага на конце балки 
в базисе ( 1){ };me   
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— полные внешние силы, накопленные на 
предыдущем (m – 1)-м шаге и на совершаемом 
m-м шаге. Тогда имеем 
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Таким образом, определены внешние силы 
 ( )

1 (1)mF  и  ( )
2 (1)mF , входящие в краевые усло-

вия балки при  1 на m-м шаге нагружения. 

 
Рис. 8. Виды деформированной оси балки,  

полученные Е.П. Поповым 
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В дальнейшем алгоритме отличаются лишь 
уравнения для определения трех оставшихся 
постоянных. Они будут следующими: 
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Пример расчета. В качестве примера работы 
МПН при «мертвых» нагрузках рассчитана балка 
со следующими параметрами: l = 10 см; высота 
сечения h = 0,5 мм; ширина сечения b = 4,8 мм; 
модуль упругости E = 2105 МПа. Тогда 

2/ 1 H.xEI R  Расчеты выполнены при тех же 

силах, что и в монографии Е.П. Попова: 1F   
0,7306 H;  2 1,5923 H;F  3 3, 4055 H;F  4F   
8,6782 H.  Проведено сравнение углов пово-

рота конца балки при этих силах. Число шагов 
нагружения было от 10 при F = F1, до 40 при F = 
= F4. Анализ результатов расчета, представлен-
ных на рис. 9, показал хорошее совпадение с 
данными, полученными Е.П. Поповым. Наи-
большее отклонение между расчетным р

3( (1)   
38, 4 )   и точным   т

3( (1) 40 )  углами возник-
ло при силе 2 1,5923 H.F  Погрешность соста-
вила 4 %. При других значениях силы погреш-
ность по углу лежит в пределах 1 %. Это дока-
зывает, что и при сложном поведении нагрузки 
МПН обеспечивает достаточно точные резуль-
таты. 

Выводы 
1. Предложенный алгоритм решения задач 

механики плоских стержней при больших пе-
ремещениях является приближенным, но точ-
ность, по мнению автора, является вполне при-
емлемой для инженерной практики. 

2. Преимуществом предложенного метода 
перед методами «пристрелки» и продолжения 
по параметру является достаточно простая ал-
горитмизация для численного счета, а также 
легкость варьирования геометрии (в плане как 
осевой линии, так и переменности жесткости 
по длине) и свойств материала стержня. 

3. Приведенный алгоритм численного иссле-
дования глубокого деформирования плоского 
стержня можно достаточно легко адаптировать 
к решению задач статического нагружения кон-
струкций в виде пространственно-криволи-
нейных стержней сколь угодно сложной гео-
метрии. 
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