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Описано применение разработанного алгоритма численного решения поликонтакт-
ных термомеханических задач для системы тел. Учет контактного взаимодействия 
различных элементов является важной составляющей оценки прочности исследуемой 
конструкции. Рассмотрена многомерная квазистационарная задача деформирования 
термоупругих тел под действием поверхностных сил и неоднородных температурных 
полей. Для дискретизации дифференциальной задачи применен метод конечных эле-
ментов. Для описания контактного взаимодействия использован алгоритм, основан-
ный на итерационном методе Шварца и специальным образом модифицированный 
для решения задач с одновременным контактом нескольких тел. На примере задачи с 
известным решением продемонстрировано, что разработанный алгоритм позволяет 
получать правильные результаты для расчетов с различным количеством моделируе-
мых тел. Выполнено сравнение результатов решения четырех задач (трех тестовых и 
одной демонстрационной) в двумерной осесимметричной и трехмерной постановках. 
Анализ сравнительных данных показал, что между ними наблюдается хорошее каче-
ственное и количественное соответствие. 
Ключевые слова: поликонтактное взаимодействие, контактная задача, метод конеч-
ных элементов, метод Шварца. 
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The algorithm of numerical solutions for polycontact thermomechanical problems of 
interaction of a system of bodies is described in this article. When evaluating the strength of 
a construction, it is important to take into consideration contact interaction of its various 
elements. The multidimensional quasi-stationary problem of deformation of thermoelastic 
bodies under the action of surface forces and inhomogeneous temperature fields is 
considered. For the discretization of the differential problem the finite element method is 
used. An algorithm based on the Schwartz iterative method is used to describe the contact 
interaction. The algorithm is specially modified to solve problems with simultaneous 
contact between a number of bodies. Using the example of a problem with a known 
solution, it is demonstrated that the developed algorithm can be used to obtain correct 
results when performing calculations with different numbers of bodies. The calculations of 
solutions to four problems (three test problems and one demonstration problem) in 3D and 
2D (axisymmetric) formulations are compared. Good qualitative and quantitative 
agreement of the compared data is observed. 
Keywords: polycontact interaction, contact problem, finite element method, Schwartz 
method. 

Расчетное обоснование прочности и надежно-
сти различных элементов конструкций, функ-
циональных узлов оборудования является обя-
зательным элементом проектирования. Такому 
обоснованию предшествует анализ температур-
ного и напряженно-деформированного состоя-
ний исследуемых тел. Данный анализ часто 
должен учитывать контактное взаимодействие 
различных элементов конструкций, поскольку 
именно в зонах контакта могут возникнуть 
концентраторы напряжений, являющиеся наи-
более критичными при оценке прочности. 

В настоящее время известно сравнительно 
малое количество контактных задач, для кото-
рых получены аналитические решения, поэтому 
наиболее перспективным способом исследова-
ния контактного взаимодействия тел являются 
численные методы [1]. Для решения задач ме-
ханики деформируемого твердого тела (МДТТ) 
чаще всего используют метод конечных эле-
ментов (МКЭ) [2–6]. 

В данной работе приведена достаточно об-
щая постановка задачи термомеханического 
контактного взаимодействия нескольких тел. 
Для решения поликонтактных задач в работе 
[7] предложен численный алгоритм, основан-
ный на специализированном варианте метода 
Шварца декомпозиции области. В статье [7] 
этот алгоритм использован для решения дву-
мерных осесимметричных задач, в данной ра-
боте с его помощью решены четыре трехмер-
ные задачи (три тестовые и одна демонстра-
ционная). Выполнена оценка корректности 
полученных результатов. 

Цель работы — исследование возможности 
применения и эффективности предложенного 

метода для решения многомерных задач, в ко-
торых происходит контакт нескольких тел. 

 
Постановка поликонтактной задачи термоме-
ханики деформируемого твердого тела. Рас-
смотрим в трехмерном пространстве 3  с де-
картовой системой координат 1 2 3Ox x x  группу 
тел, занимающих область  

  G= 

G  

(  — индекс, обозначающий номер тела), 
ограниченную кусочно-гладкой границей 

  G= 


  .G  

Предположим, что эффектом связанности (за-
висимостью температуры от деформации тела) 
можно пренебречь, поэтому задачу теплопровод-
ности можно решать отдельно, а полученное тем-
пературное поле использовать при решении ква-
зистатической задачи равновесия тел. 

Рассмотрим следующую начально-краевую 
задачу для нелинейного уравнения теплопро-
водности: 

 ,

0,

( , ) ( , ) ( ( , ) ), ( , , ),

( , ) ( ];

ij j i

M

Tc T T k T T t T
t

T G t


   


 

x x x x

x
 

 0,0( ) ( ), ;T T G x x x  

 
1 1, , 0;( ) ( ), ,wST T S G t    x x xt t  (1) 

 
2 2, , , , 0;( ) ( ), ,i ij j wSn k T q T S G t     x x xt t  

 
 

3

3

, , , , , ,

0,

( ) ( ) ( ) ( ) ,
,

i ij j w fSn k T T T T
S G t

   

   

t t t tx x x x

x
 



#12 [681] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 11 

где  x( , )c T  — удельная теплоемкость среды; 
 x( , )T  — плотность среды; t  — время; 

,( ),ijk Tx  1 2 3, , , , , ,( )T T T T T  — компоненты 
тензора теплопроводности  


( , )ij i jK k Tx e e  

( i je e  — базисные диады); , /j jT T x    — 
производная по соответствующей координате; 

, ,( )T x t  — мощность внутренних источников 
(стоков) тела; Mt  — момент времени, обозна-
чающий конец рассматриваемого временного 
интервала; 0( )T x  — начальная температура; 

,( )T x t  — температура в момент времени t; 
,( )wT x t  — температура поверхности 1S ; in  — 

компоненты единичного вектора внешней 
нормали e i inn  к границе  ;G  , ,( )wq Tx t  — 
плотность теплового потока на поверхно-
сти 2S ; , ,( )w T x t  — коэффициент теплоотдачи 
на поверхности 3S ;  ,( )fT x t  — температура 
среды у поверхности 3S . Здесь mes( )S S 1 2  

( ) = mes( )S S S S  1 3 2 3mes 0.  
При решении контактной задачи в качестве 

температуры среды ,( )fT x t  на границе 3S ,  где 
задано условие теплообмена, будем рассматри-
вать температуру в точках соседнего контакти-
рующего тела. 

Математическая формулировка квазистати-
ческой несвязанной задачи МДТТ в рассматри-
ваемой термоупругой постановке включает в 
себя следующие соотношения (для каждого те-
ла G ,  , 1, 3):i j   

• уравнения равновесия 

  ,, ( , ) ( ) 0,ji j iT Q  u x t   G ;x  (2) 

• кинематические граничные условия 

  , ,
1

0( ) ( ),S u ux xt t   1 G
   ;Sx  (3) 

• силовые граничные условия 

  ,
2

( , ) ( ),ji j iS
T n p u x t   2 G

   ;Sx  (4) 

• соотношения Коши для компонент тензора 
полной деформации 

  , 1( ) ,
2

ji
ij

j i

uu
x x

      
x t   G ,x    , ;A B  

• определяющие уравнения (закон Гука) для 
компонент тензора напряжений 

   0      ,e
ij ijkl ijkl klkl klC C  

где ( , )ji T u  — компоненты тензора напряже-
ний,    , / ;ji j ji jx  ,( )iQ x t  — компоненты 
вектора массовых сил ( );x G  ,( )u x t  — век-
тор перемещения точки, определяемой радиус-
вектором  ;i ixx e  0 ,( )u x t  — вектор перемеще-
ния точки, расположенной на поверхности 1

 ;S  

jn  — компоненты вектора внешней нормали к 
поверхности 

2 ;S  ,( )ip x t  — компоненты векто-
ра внешней нагрузки, действующей на поверх-
ности 

2S  2( );S   x G  ijklC  — компоненты 
тензора коэффициентов упругости; e

kl  — ком-
поненты тензора упругой деформации; kl  — 
компоненты тензора полной деформации; 0

kl  
— компоненты тензора начальной деформации 
(для термоупругого тела таковыми являются 
температурные деформации). 

При решении контактной задачи на поверх-
ностях контакта тел дополнительно должны 
быть выполнены условия контактного взаимо-
действия по перемещениям и напряжениям. Для 
упрощения записи ограничимся случаем двух 
тел с одной парой контактных поверхностей. 
Рассмотрим два термоупругих контактирующих 
тела A  и ,B  занимающих в пространстве 3  
области GA  и G ,B  ограниченные кусочно-
гладкими границами G A  и G B  (рис. 1). 

На поверхности контакта  A B
k k kS S S  (см. 

рис. 1) должны быть выполнены: 
кинематическое условие сопряжения по пе-

ремещениям 

  , ,( ) ( ) ( ),A B
n n nu u  x x xt t   k ;Sx  (5) 

силовое условие сопряжения по напряжениям 

  , ,( ) ( ) 0,A B
n n   x xt t   k ,Sx   (6) 

где ,A
nu  B

nu  — проекции векторов перемеще-
ний граничных точек на направление внешней 
нормали An  к границе тела А; n  — начальное 
расстояние (зазор) по нормали между гранич-
ными точками тел A  и ;B  A

n  и B
n  — проек-

 
Рис. 1. Схема контактного взаимодействия двух тел 
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ции векторов напряжений A  и B  на 
направления внешних нормалей nA  и n .В  
Здесь 1 2 ,kS S S G 

    1 2mes( ) 0,S S    
1mes( ) 0,kS S   2mes( ) 0,kS S   ,{ }.A B  

При контакте тел нормальные проекции A
n  

и B
n  векторов напряжений A  и B  меньше 

нуля, при выходе из контакта они равны нулю 
[1]. Таким образом, контактные нормальные 
напряжения могут быть только сжимающими. 

Часть прикладных задач требует учета сил 
трения на контактных поверхностях. В данной 
работе трение учитывалось в рамках закона 
Амонтона — Кулона [1]. Касательные контакт-
ные напряжения  

   τ  τ(  — вектор, каса-
тельный к контактной границе соответствующе-
го тела; ,{ })A B  вычислялись по формуле 
   

    ,n  

где   — коэффициент трения скольжения. 
Совокупность соотношений (1)–(6) состав-

ляет математическую формулировку контакт-
ной задачи МДТТ. Предполагается, что все 
функции, входящие в данную формулировку, 
обладают достаточной гладкостью. 

Поликонтактный характер рассматриваемой 
задачи определяется, прежде всего, геометриче-
скими особенностями взаимодействующих тел. 
Взаимодействовать могут как два тела (и иметь 
несколько несвязных поверхностей контакта), 
так и несколько тел. Эти обстоятельства необ-
ходимо учитывать при разработке алгоритма 
численного решения задачи (1)–(6). 

 
Метод численного решения контактной зада-
чи на основе альтернирующего метода Швар-
ца. Для численного решения поставленной за-
дачи использован МКЭ [2–6]. Процедура его 
применения описана во многих руководствах, в 
частности, вариант МКЭ, использованный для 
данной задачи, рассмотрен в работах [6, 8]. 

При решении контактных задач термоупру-
гости применяют различные итерационные ме-
тоды. Самыми популярными из них являются 
методы штрафных функций и множителей Ла-
гранжа [1]. В данной работе использован метод 
Шварца (один из вариантов метода декомпози-
ции [9, 10]). 

Суть данного метода состоит в следующем: 
на первом шаге на контактных поверхностях 
тел задают начальное приближение для компо-
нент вектора перемещений (приближение вы-
бирают из диапазона ожидаемых значений для 
зоны контактного взаимодействия). После ре-

шения этой задачи кинематическое условие (5) 
на контактной поверхности будет выполнено, 
но вычисленные контактные давления на про-
тиволежащих контактных поверхностях, при-
надлежащих взаимодействующим телам, ока-
зываются не равными (нарушено условие (6)). 
На следующем шаге с помощью коррекции, 
проведенной специальным образом, достигает-
ся равенство контактных напряжений, но по-
лученные перемещения не удовлетворяют 
условию (5). Далее на очередной итерации сно-
ва используют скорректированные кинемати-
ческие условия (совмещают контактирующие 
поверхности). Чередование силовых и кинема-
тических итераций выполняют до достижения 
сходимости, когда кинематические и силовые 
условия на контакте (5) и (6) выполнены с за-
данной точностью. Более подробно данный ме-
тод описан в работах [8, 11, 12]. 

В случае поликонтактного взаимодействия 
системы тел на одной части контактных по-
верхностей необходимо задавать кинематиче-
ские граничные условия, а на другой — сило-
вые. В соответствии с общим алгоритмом мето-
да Шварца указанные условия чередуются в 
зависимости от номера текущей итерации. 

Одним из главных преимуществ метода 
Шварца является то, что он позволяет рассмат-
ривать каждое тело в отдельности, а не решать 
одну общую систему линейных уравнений для 
всех тел. Для задач с большим количеством 
контактирующих тел такое преимущество поз-
воляет существенно снизить время расчета. 

В работе [7] рассмотрено несколько приме-
ров таких задач в двумерной осесимметричной 
постановке. На основании проведенных расче-
тов сделан вывод, что при применении класси-
ческого метода Шварца для большого количе-
ства контактирующих тел крайне важным ста-
новится вопрос выбора хорошего начального 
приближения для перемещений на первой ите-
рации. Поскольку предполагается, что подобное 
приближение задается пользователем напрямую 
перед началом решения задачи, то выбор хоро-
шего приближения становится самостоятельной 
и часто очень непростой задачей. 

В связи с этим в работе [7] предложен аль-
тернативный алгоритм, позволяющий обходить 
такое ограничение. Рассмотрен класс поликон-
тактных задач, предполагающий наличие си-
стемы тел, расположенных одно на другом и 
образующих вертикально ориентированную 
составную конструкцию (столб). В каждом теле 
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(кроме нижнего и верхнего) можно выделить 
нижнюю и верхнюю контактные поверхности. 
Наиболее важными факторами, влияющими на 
напряженно-деформированное состояние всей 
системы, являются объемные силы или темпе-
ратурные деформации в каждом теле, а также 
давление, приложенное к верхней поверхности 
верхнего тела. 

Тогда можно использовать следующий алго-
ритм: на первой итерации каждое тело рас-
сматривается отдельно: на нижней контактной 
поверхности задаются нулевые вертикальные 
перемещения, а на верхней контактной поверх-
ности — давление, приложенное к самому 
верхнему телу, спроецированное на данную по-
верхность рассматриваемого тела. В конце пер-
вой итерации осуществляется пересчет пере-
мещений, учитывающий сборку тел в единую 
конструкцию, после которого получают скор-
ректированные поля перемещений и напряже-
ний для конструкции в целом. Результатом 
первой итерации является некоторое начальное 
приближение, учитывающее приложенные к 
системе термомеханические нагрузки. Это при-
ближение не задается пользователем, а получа-
ется из решения приведенных выше вспомога-
тельных задач. На следующих итерациях ис-
пользуют стандартные соотношения метода 
Шварца для получения кинематических и сило-
вых условий. 

В работе [7] постановка задачи и расчетные 
формулы приведены в общем виде для много-
мерного случая, но все расчеты выполнены для 
двумерных осесимметричных задач. В данной 
работе описанный алгоритм использован для 
решения трехмерных задач. 

 
Результаты численных исследований. Предста-
вим несколько примеров контактного взаимо-
действия системы осесимметричных тел, чтобы 
сравнить результаты, полученные при решении 
задач в трехмерной (для сектора 90) и двумер-
ной осесимметричной постановках. Использо-
вались конечные элементы первого порядка на 
четырехугольной сетке (2D) или на сетке из 
призм с четырехугольным основанием (3D). 

В тестовых задачах на контактных поверх-
ностях везде принято условие скольжения без 
трения, постановка задач и результаты расчетов 
приведены в безразмерных величинах. 

Первая тестовая задача. Рассмотрим не-
сколько одинаковых цилиндров с отверстием 
(внутренний радиус 1r  = 1, внешний радиус 

2r  = 4, высота — 3), стоящих один на другом. 
Нижний торец нижнего цилиндра закреплен по 
вертикали, на верхний торец верхнего цилин-
дра действует равномерное давление 10. Каж-
дый цилиндр нагрет относительно начального 
состояния на значение, равное 100. Поскольку 
нагрев является равномерным, а поверхности 
цилиндров свободны от кинематических огра-
ничений, температурных напряжений в телах 
не возникает. Поэтому контактное давление на 
всех поверхностях должно совпадать с давле-
нием, приложенным к верхнему телу (т. е. дав-
ление должно быть равно 10). 

Использование рассмотренного выше вари-
анта метода Шварца позволило получить точ-
ное решение данной задачи за одну итерацию 
вне зависимости от количества цилиндров в 
конструкции (рассматривалось от 2 до 10 тел). 
Это объясняется тем, что проекция постоян-
ного давления, приложенного к верхнему телу, 
на контактные поверхности нижних тел и учет 
температурных деформаций позволяют полу-
чить в результате первой итерации точные по-
ля перемещений и напряжений для каждого 
тела в отдельности. После того как в соответ-
ствии с описанным алгоритмом в конце пер-
вой итерации будет осуществлен пересчет пе-
ремещений, учитывающий сборку тел в еди-
ный столб, алгоритм дает точные поля 
перемещений и напряжений для конструкции 
в целом. 

Вторая тестовая задача. Рассмотрим кон-
такт пяти цилиндров с отверстием (внутренний 
радиус 1r  = 1, внешний радиус 2r  = 4, высота — 
3). На верхний торец верхнего цилиндра дей-
ствует равномерное давление 50. Температур-
ное поле в конструкции определяется по фор-
муле 
  ( ),( )   0 2200 / /r r z LT z T

 
где L  — высота конструкции, 15  ;L  0 300.T  

В данной задаче аналитическое решение 
для перемещений или напряжений неизвест-
но, поэтому при расчете контролировалось 
значение максимальной относительной ошиб-
ки в определении перемещений на силовой и 
кинематической итерациях. После 25-й итера-
ции максимальная относительная ошибка со-
ставила 1 %. На рис. 2 показаны поля осевых 
напряжений для двумерного и трехмерного 
расчетов. Их сравнение показало, что полу-
ченные результаты являются практически 
идентичными. На контактных поверхностях 
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выполнены равенства осевых перемещений и 
напряжений. 

Третья тестовая задача. Рассмотрим 
контакт трех цилиндров с отверстиями: ниж-
ний цилиндр имеет внешний радиус, равный 5, 
средний — 4, верхний — 3,2. Для всех цилин-

дров внутренний радиус равен 1, а высота — 
1,6. Нижний торец нижнего цилиндра закреп-
лен, на верхний торец верхнего цилиндра дей-
ствует равномерное давление 50. Температур-
ное поле в данной задаче не используется. 

В проведенных двумерном и трехмерном 
расчетах после 18-й итерации максимальная 
относительная ошибка для перемещений соста-
вила 1 %. На рис. 3 приведены поля осевых пе-
ремещений и напряжений. Сравнение резуль-
татов, полученных для двумерного и трехмер-
ного расчетов, показало, что они являются 
практически идентичными. На контактных по-
верхностях выполнены равенства осевых пере-
мещений и напряжений. 

На основании результатов тестовых расчетов 
можно сделать вывод, что обобщение алгоритма 
решения поликонтактных задач, изложенного в 
работе [7], на трехмерный случай проведено 
корректно. Количество итераций, требуемое для 
достижения заданной точности по перемещени-
ям, почти не отличается от такового, полученно-
го для аналогичного двумерного расчета. 

 
Рис. 2. Распределение осевых напряжений  

в расчетной области: 
а — двумерный расчет; б — трехмерный расчет 

 

 
Рис. 3. Распределение осевых перемещений (слева) и осевых напряжений (справа)  

в расчетной области: 
а — двумерный расчет; б — трехмерный расчет 
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Демонстрационная задача о контакте 
пяти тел. Рассмотрим толстостенную трубу, 
внутри которой расположен столб из четырех 
поставленных друг на друга одинаковых ци-
линдров, имеющих внутреннее отверстие и 
фаски на обоих торцах. В цилиндрах задано 
равномерное тепловыделение по следующему 
закону: происходит линейный подъем мощно-
сти тепловыделения за некоторое время t  до 
предельного значения max ,lq  после чего мощ-
ность остается постоянной. Температура 
наружной поверхности трубы принята посто-
янной, равной 1.T  Нижние торцы трубы и 

нижнего цилиндра закреплены по вертикали. 
На наружной поверхности трубы задано посто-
янное давление 1,p  а на верхней поверхности 
верхнего цилиндра — постоянное давление 2.p  
В начальный момент времени между цилин-
драми и трубой задан малый зазор, но в про-
цессе теплового расширения цилиндров они 
вступают в контакт с внутренней поверхностью 
трубы. На контактных поверхностях выполня-
ется условие трения с коэффициентом 0,1. Дан-
ная задача моделирует некоторые термомеха-
нические эффекты, происходящие в тепловы-
деляющем элементе. 

 
Рис. 4. Распределение температуры (а, г), радиальных (б, д) и осевых (в, е) перемещений  

в расчетной области: 
 а–в — двумерный расчет (ANSYS); г–е — трехмерный расчет 
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Постановка задачи позволяет использовать 
разработанный вариант метода Шварца. Про-
межуток времени t  разбивался на 10 времен-
ных шагов. На каждом шаге сначала решалась 
динамическая температурная задача, затем по-
лученные поля температур учитывались при 
решении квазистационарного уравнения рав-
новесия. На первой итерации первого времен-
ного шага для каждого цилиндра задавались 
следующие условия: осевые перемещения на 
нижнем торце принимались равными нулю, а 
на верхний торец действовало давление 2 .p  
На следующих временных шагах на первой 
итерации для каждого цилиндра ставились 

следующие условия: осевые перемещения на 
нижнем торце фиксировались с предыдущего 
временного шага, а на верхний торец действо-
вали контактные силы, полученные на преды-
дущем временном шаге. По итогам первой 
итерации выполнялась сборка столба цилин-
дров путем последовательного перемещения 
каждого верхнего тела на торец нижнего. 
В среднем на каждом шаге по времени прово-
дилось около 10 итераций. 

Отметим, что в данной задаче итоговая си-
стема линейных уравнений для каждого тела 
решалась самостоятельно, что позволило суще-
ственно сократить время расчета. 

 
Рис. 5. Распределение радиальных (а, г), осевых (б, д) и окружных (в, е) напряжений, МПа, 

 в расчетной области: 
а–в — двумерный расчет (ANSYS); г–е — трехмерный расчет 
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На рис. 4, 5 приведены результаты трехмер-
ного расчета, выполненного на основе разрабо-
танного авторского алгоритма и соответствую-
щего программного комплекса, и результаты 
решения данной задачи (в rz постановке) в коде 
программы ANSYS (с помощью метода множи-
телей Лагранжа с использованием конечных 
элементов второго порядка на четырехугольной 
сетке). 

На рис. 4, а–е показано распределение тем-
пературы, радиальных и осевых перемещений, 
полученных при двумерном расчете по коду 
ANSYS и при трехмерном авторском расчете. 
Из сравнения соответствующих рисунков вид-
но, что качественно структуры полей темпера-
туры и перемещений для обоих расчетов совпа-
дают. Максимальные температуры в области, 
полученные при двумерном и трехмерном рас-
четах, составляют соответственно 1 520 С и 
1 800 К (1 527 С). В обоих расчетах максимум 
температуры достигается на внутренней по-
верхности цилиндров. При расчете по коду 

ANSYS максимальные перемещения равны 
0,046 мм (радиальные) и 0,44 мм (осевые), а при 
трехмерном расчете — 0,045 мм (радиальные) и 
0,46 мм (осевые). 

На рис. 5, а–е показано распределение ради-
альных, осевых и окружных напряжений, полу-
ченных при двумерном и трехмерном расчетах. 
Из сравнения соответствующих рисунков вид-
но, что качественно структуры полей напряже-
ний в обоих расчетах совпадают. В централь-
ных частях цилиндров возникают зоны со 
сжимающими напряжениями (радиальными, 
осевыми и окружными), на краях цилиндров — 
растягивающие осевые и окружные напряже-
ния. При расчете по коду ANSYS максимальные 
сжимающие напряжения равны –739 МПа (ра-
диальные), –1 874 МПа (осевые) и –1 954 МПа 
(окружные), а при трехмерном авторском рас-
чете –702 МПа (радиальные), –1 800 МПа (осе-
вые) и –1 710 МПа (окружные). Сравнивать 
максимальные значения растягивающих напря-
жений не совсем корректно, потому что они 

 
Рис. 6. Распределение температуры Т (слева), осевых z (1) и радиальных r (2) напряжений (справа)  

по радиусу r для одномерного сечения: 
а — двумерный расчет (ANSYS); б — трехмерный расчет 
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достигаются в точках закрепления нижнего 
торца нижнего цилиндра. Соответствующие 
величины очень чувствительны к используемой 
расчетной сетке. 

В обоих расчетах края контактирующих ци-
линдров под действием теплового расширения 
выходят из контакта, а центральные части ци-
линдров остаются в контакте, при этом для 
них выполнены условия равенства осевых пе-
ремещений и напряжений. На поверхностях 
контакта цилиндров с трубой выполнены ра-
венства радиальных напряжений и координат 
(радиальные перемещения отличаются, так как 
изначально между телами существовал зазор). 

Для более корректного количественного 
сравнения на рис. 6 показано распределение 
температуры, радиальных и осевых напряже-
ний по радиусу для сечения, соответствующего 
центру нижнего цилиндра (одномерного се-
чения). 

При двумерном расчете по коду ANSYS 
(рис. 6, а) температура на внутренней поверх-
ности цилиндра составила 1 471 °С, а темпера-
турный скачок при переходе от цилиндра к 
трубе — около 80 °С. Осевые напряжения на 
внутренней поверхности цилиндра равны —
1 728 МПа (сжимающие), на внешней поверх-
ности 1 325 МПа (растягивающие) и на внут-
ренней поверхности трубы 410 МПа (растяги-
вающие). Максимальные сжимающие ради-
альные напряжения достигают ~700 МПа, а 
контактное давление на поверхностях контак-
та около 100 МПа. 

При трехмерном расчете (рис. 6, б) темпе-
ратура на внутренней поверхности цилиндра 
составила 1 468 °С, температурный скачок при 
переходе от цилиндра к трубе — около 75 °С. 
Осевые напряжения на внутренней поверхно-
сти цилиндра равны –1 675 МПа (сжимаю-

щие), на внешней поверхности 1 150 МПа 
(растягивающие), на внутренней поверхности 
трубы 450 МПа (растягивающие). Максималь-
ные сжимающие радиальные напряжения со-
ставили ~690 МПа, контактное давление на 
поверхностях контакта около 107 МПа. 

Анализ результатов, полученных при дву-
мерном осесимметричном расчете с помощью 
кода ANSYS и при трехмерном авторском рас-
чете, показал достаточно хорошее качествен-
ное и количественное соответствие между  
ними. 

Выводы 
1. Изложена постановка многомерной зада-

чи контактного взаимодействия системы тер-
моупругих тел. Представлено обобщение алго-
ритма численного решения контактной задачи, 
предложенного в работе [7], на трехмерный 
случай для указанного класса задач. Данный 
алгоритм основан на альтернирующем методе 
Шварца со специальным заданием начальных 
условий на первой итерации. 

2. На примере тестовых осесимметричных 
задач показано, что обобщение алгоритма на 
трехмерный случай выполнено корректно: ре-
зультаты решения задач в двумерной и трех-
мерной постановках совпадают друг с другом. 

3. Рассмотрен демонстрационный расчет, 
описывающий контакт пяти тел. Проведено 
сравнение результатов, полученных для дву-
мерного осесимметричного расчета по коду 
ANSYS, и для трехмерного расчета, выполнен-
ного с помощью описанного выше метода. 
Анализ показал, что между результатами 
наблюдается достаточно хорошее качествен-
ное и количественное сходство.  
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