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Проблема повышения достоверности расчетов деталей, выполненных из полиуретана, 
связана с разработкой надежных математических моделей упругого поведения мате-
риала. Для эластомеров в рамках феноменологического подхода предложены разно-
образные модели упругости. Выбор закона и определения параметров упругости для 
конкретного материала на основе испытаний его образцов является актуальной зада-
чей. В статье приведены результаты статических испытаний на кручение и растяже-
ние образцов литьевого полиуретана СКУ-ПФЛ-100 твердостью 92...95 ед. по Шору по 
шкале А. Для идентификации упругого потенциала полиуретана проведен анализ осе-
симметричного напряженно-деформированного состояния цилиндрического образца 
по модели несжимаемого материала. При расчете резиновых деталей часто использу-
ют двухпараметрический потенциал Муни–Ривлина. С учетом сложившегося поло-
жительного опыта этот потенциал применен для описания упругости полиуретана. 
Значения параметров потенциала определены на основе результатов испытаний пу-
тем минимизации функции отклонений теоретических значений напряжений от экс-
периментальных. Показано, что выбранная модель описывает упругое поведение по-
лиуретана с удовлетворительной точностью. 
Ключевые слова: полиуретан, большие деформации, закон упругости, испытания об-
разцов, кручение, растяжение, осесимметричная деформация, потенциал Муни–
Ривлина. 

The problem of increasing the reliability of calculations of polyurethane elements of 
constructions is associated with the development of reliable mathematical models of elastic 
behavior of the material. Within the framework of the phenomenological approach, the 
authors propose various models of elasticity for elastomers. The choice of the law of 



4 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #8 [677] 2016 

elasticity and the determination of elasticity parameters for a specific material based on 
sample testing is an important problem to consider. The results of static torsion and tensile 
tests performed on the cast polyurethane specimen SKU-PFL-100 with the hardness of 
92…95 units according to the Shore A scale are presented in the article. To identify elastic 
potential of the polyurethane, the axially symmetric stress-strain state of a cylindrical 
sample is analyzed using a model of incompressible material. When performing calculations 
for rubber parts, the two-parameter Mooney–Rivlin constitutive model is often used.  
Taking into account the positive experience of using this model, it is applied to describe 
polyurethane elasticity. The parameter values of the strain energy potential are determined 
on the basis of the test results by minimizing the function of deviations of the stress 
theoretical values from the experimental ones. It has been shown that the selected model 
describes polyurethane elastic behavior with a satisfactory accuracy. 
Keywords: polyurethane, large strains, law of elasticity, sample testing, torsion, tension, axi-
ally symmetric deformation, Mooney–Rivlin potential. 

Для расчета полиуретановых деталей, в частно-
сти амортизаторов, работающих при больших 
деформациях, необходимы надежные матема-
тические модели упругого и вязкоупругого по-
ведения полиуретана, апробированные для ши-
рокого диапазона деформаций при различных 
типах напряженного состояния. В настоящее 
время в расчетах эластомеров часто применяют 
«двухзвенную» модель Бергстрема–Бойс [1–4], 
которая характеризуется широким набором 
числовых параметров, определяемых на основе 
экспериментальных данных. В работе [5] пара-
метры этой модели для полиуретана определе-
ны по результатам испытаний образцов на сжа-
тие с умеренно высокими скоростями дефор-
мирования. 

Цель работы — уточнение параметров упру-
гости полиуретана СКУ-ПФЛ-100 при медлен-
ном статическом нагружении по результатам 
испытаний на кручение и растяжение. 

При описании только упругих свойств поли-
уретана будем игнорировать наблюдаемые в 
экспериментах эффекты вязкости. Обработку 
экспериментальных данных будем проводить, 
рассматривая полиуретан как несжимаемый 
материал. 

 
Краткие теоретические сведения. Изложению 
результатов испытаний предпошлем краткие 
сведения по применению теории больших 
упругих деформаций [6, 7] для анализа растя-
жения и кручения образцов. 

При изучении осесимметричной деформа-
ции цилиндрического образца используем ци-
линдрические координаты , ,r z  с ортами ко-
ординатных линий ,ri   ,i  z .i  Координаты 
произвольной точки в деформированном со-
стоянии представим в виде 

    ;zz z    
  ;r r         ( ),z  (1) 

где  ,z    — кратности удлинений в осевом и 
окружном направлениях, ( )z  — угол поворо-
та поперечного сечения образца. 

Считая осевое растяжение однородным, бу-
дем полагать   const.z  Что касается окружно-
го удлинения, то на начальном этапе допустимо 
считать  ( ),r  хотя из последующих рассужде-
ний становится ясно, что и это удлинение — 
величина постоянная. 

Положение точки деформированного об-
разца определяется в соответствии с преобра-
зованием координат (1) радиусом-вектором 
          cos sin .r z zr r zR i i i  

Для выражения деформации материала че-
рез геометрические параметры  ,z   ,    
найдем тензор градиента места 

 т ,F R  

где  

 
    
  

.r zr r z
i i i  

Компоненты тензора градиента места обра-
зуют матрицу 
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       
  

т

( ) ( )
cos sin 0

sin cos 0 ,

sin cos z

d r d r
dr dr

r r

F  

где   /d dz  — относительный угол закручи-
вания образца. 
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Тензор меры деформации Коши–Грина 
определяется как  т .C F F  Его компоненты 
имеют значения 
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   (2) 

При преобразовании координат (1) мера 
объемной деформации материала  detJ F  
имеет вид 

 



  

( )
.z

d r
J

d r
 

Из условия несжимаемости материала 1J  
следует 
 

   1/2 const.z  

Таким образом, при растяжении и кручении 
цилиндрического образца из несжимаемого 
материала компоненты тензора меры деформа-
ции (2) получают значения 
 r r zC C 

   1;        1 2 2( ) ;z z z zC r  

  
    1 .z z zC C r  

Тензор C  имеет инварианты 
        1 1 2 2

1 2 ( ) ;С z z zI r  

        2 2 2
2 2 ( ) .С z z zI r  

Напряжения в упругом изотропном несжи-
маемом материале определяют через функцию 
удельной энергии деформации 1 2( , )C CW I I  
соотношением [7] 
        

1
1 2 12 2 ,CI pS I I C C   (3) 

где S  — второй тензор напряжений Пиолы–
Кирхгофа;    1 1/ ;CW I     2 2/ ;CW I  p  — 
гидростатическое давление; I  — единичный 
тензор. 

Заметим, что при упругих потенциалах об-
щего вида коэффициенты 1,   2  в соотноше-
ниях упругости (3) являются функциями инва-
риантов 1 ,CI  2 .CI  Однако в частных случаях 
потенциалов Трелоара и Муни–Ривлина эти 
коэффициенты — постоянные величины. 

Подставляя компоненты тензоров ,C  1C  и 
инвариант 1CI  в соотношение упругости (3), 
получаем следующие выражения для напряже-
ний Пиолы–Кирхгофа: 
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 (4) 

Напряжения (4) определены в векторном 
базисе деформированного объема: 

  

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2 cos sin ;r z rr
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R

E i i i
1
2 sin cos .z z r z zr

z
 

На рис. 1 показан малый элемент образца в 
исходном и деформированном состояниях с 
указанием действующих по его граням напря-
жений. 

Для перехода к истинным напряжениям   
введем единичные векторы радиального re  и 
окружного e  направлений для деформиро-
ванного объема: 
    e i icos sin ;r r         e i isin cos .r  

Связь базиса E ,r  E ,  Ez  с ортонормиро-
ванным базисом e ,r  e ,  iz  определяется соот-
ношениями 


 E e

1
2 ;r z r    


  E e

1
2 ;z  


    E e i

1
2 .z z z zr  

 
Рис. 1. Малый элемент образца в исходном  

и деформированном состояниях 
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Переходя к базису e ,r  e ,  i ,z  получаем 
напряжения 
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 (5) 

Гидростатическое давление определяется из 
уравнения равновесия в радиальном направ-
лении 

 





 

( )
,rrd r

dr
 

которое с учетом соотношений упругости (5) и 
свойства однородности окружной деформации 

 ( const)  преобразуется к виду 

 


   1 2

12 .rr
z

d
r

dr
 (6) 

Интегрируя уравнение (6) и выполняя усло-
вие   0r r  на ненагруженной цилиндрической 
поверхности образца, находим радиальное 
напряжение 

 

     1 2
12

R

rr z
r

rdr  

и гидростатическое давление 
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1 2 2 2
1 22 2 ( ) .rr z z z zp r  

Тогда окружные и осевые нормальные 
напряжения (5) принимают вид 
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Напряжения на поперечном сечении образ-
ца приводятся к нормальной силе 

      2

0

2
R

z zN rdr  

             
2 3 2 2

1 2 34 ( ) (1 )z z z zI I I   (7) 

и крутящему моменту 

 
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где  
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Испытания образцов на кручение проводят 
при отсутствии либо осевых деформаций (т. е. 
при  1),z  либо нормальной силы (7). В пер-
вом случае крутящий момент и нормальная си-
ла выражаются формулами 

 

   

  

4 5

2
3

4 ( ) ;

4 .

M I I

N I
 (9) 

Во втором случае решение несколько слож-
нее. Сначала из условия  0N  устанавливают 
зависимость кратности удлинения от относи-
тельного угла закручивания образца, т. е.  ( ),z  
а затем с помощью соотношения (8) — взаимо-
связь этого угла и крутящего момента. 

При одноосном растяжении нормальная си-
ла и кратность удлинения в продольном 
направлении связаны зависимостью 
         2 3

1 2/ 2 ( ) 2 (1 ),z z zN A   (10) 

где A — площадь поперечного сечения неде-
формированного образца. 
 
Результаты испытаний на кручение образцов 
полиуретана СКУ-ПФЛ-100. Испытания про-
водили на машине Instron 55MT5-SPL, исполь-
зуя цилиндрические образцы круглого сплош-
ного сечения диаметром D = 25 мм с длиной 
рабочей части L = 120 мм. Каретку испытатель-
ной машины закрепляли с помощью скоб так, 
что при закручивании отсутствовало продоль-
ное удлинение образца, т. е. выполнялось усло-
вие  1.z  

Для каждого образца проводили пять нагру-
жений. Установление диаграммы кручения 
наблюдалось уже после второго цикла нагрузка–
разгрузка. В качестве примера на рис. 2 показа-
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ны масштабированные диаграммы кручения 
одного из образцов в координатах θ ,R  / ,pM R J  
где 4= π /2pJ R  — полярный момент инерции 
поперечного сечения образца. Как видно из ри-
сунка, после первого нагружения происходит 
размягчение материала, однако при последую-
щих нагружениях его жесткостные характери-
стики стабильны. Обрабатывались данные по-
следнего нагружения. 

Все испытания проводили с малой скоро-
стью закручивания образцов 1 рад/мин, соот-
ветствующей скорости деформирования θR  

 10,0017 c .  
В экспериментах с разными образцами за-

фиксирована весьма высокая повторяемость 
результатов. Разброс характеристик испытанных 
образцов незначителен, о чем можно судить по 
близости кривых 1 и 2, показанных на рис. 3. 

Следует отметить, что в испытаниях на кру-
чение изучаемые деформации материала огра-
ничены, поскольку при некотором угле закру-
чивания образец теряет устойчивость (рис. 4). 
Именно потеря устойчивости при малых де-
формациях является причиной, по которой 
приходится отказываться от испытания тонко-
стенных полиуретановых трубок. 

 
Рис. 4. Потеря устойчивости цилиндрического  

образца сплошного сечения при кручении 
 
Результаты испытаний на растяжение. Испы-
тания проводили на образцах — «лопатках» 
(рис. 5) на машине Instron Electropuls 1000. 

На начальном этапе деформирования об-
разцов для повышения точности измерения 
удлинений использовали экстензометр Instron с 
базой 12,5 мм (рис. 6), с помощью которого 

 
Рис. 2. Диаграммы кручения полиуретанового  

образца при первом (1), втором (2) и третьем (3) 
 циклах нагружения 

 
Рис. 3. Диаграммы кручения «тренированных»  
образцов, построенные по экспериментальным  

данным (1, 2) и модели Муни–Ривлина (3) 

 
Рис. 5. Образец для испытаний на растяжение 

 
Рис. 6. Образец в захватах испытательной машины 

Instron Electropuls 1000 с установленным 
 экстензометром 
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определяли относительные удлинения до 40 %. 
Заметим, что большие удлинения измерить с 
применением экстензометра невозможно из-за 
технических ограничений. 

Большие удлинения образца определяли по 
положению захватов испытательной машины, 
поэтому измеряли удлинения как рабочей части 
образца, так и его переходных частей, прилежа-
щих к захватам. Для исправления машинной 
диаграммы вводился коэффициент коррекции 
относительных удлинений, определенный как 
отношение деформации по экстензометру к де-
формации, полученной по положению захватов. 
Исправленные машинные диаграммы двух об-
разцов приведены на рис. 7 (кривые 1, 2). 

 
Определение параметров упругости. В рамках 
феноменологического подхода предложены 
разнообразные модели упругости эластомеров 
[8, 9]. Для резины часто используют двухпара-
метрический потенциал Муни–Ривлина 

    1 2 10 1 01 2( , ) ( 3) ( 3),С С С СW I I D I D I  (11) 

где 10 01,D D  — коэффициенты, подлежащие 
определению по результатам испытаний. 

Рассмотрим использование этого потенциа-
ла применительно к полиуретану. Исходя из 
выражения (11), находим  1 10 ,D   2 01.D   
В соответствии с формулой (9) устанавливаем, 
что при кручении образца в условиях запрета 
продольных деформаций  ( 1)z  связь крутя-
щего момента и относительного угла закручи-
вания образца является линейной даже при 
больших деформациях: 

   10 012( ) .pM D D J   (12) 

Диаграммы кручения, полученные по экспе-
риментальным данным (см. рис. 3), не соответ-
ствуют линейному закону, однако отклонения 

от него незначительны, и он может рассматри-
ваться как удовлетворительное приближение. 

Из последней формулы (5) следует, что рас-
пределение касательных напряжений такое же, 
как и в задаче линейной теории упругости: 

    10 012( ) .z D D r   (13) 

Причем величина  10 012( )G D D  имеет 
смысл модуля сдвига материала. 

Значения касательных напряжений (13) и 
крутящего момента (12) пропорциональны 
сумме параметров упругости 10 01( ),D D  по-
этому по результатам испытаний на кручение 
или простой сдвиг невозможно определить 
каждый из параметров в отдельности. В связи с 
этим потребовались испытания второго вида, в 
качестве которого используем растяжение. 

При одноосном растяжении образца из ма-
териала Муни–Ривлина условные напряжения 
(10) подчиняются закону 

      2усл 1
10 012( )( ).zz z z zD D  (14) 

Для поиска параметров упругости 10D  и 
01D  использовали алгоритм минимизации 

функции отклонений теоретических значений 
напряжений от экспериментальных. Поиск 
осуществляли двумя способами. В первом ва-
рианте по результатам испытаний на кручение 
и растяжение составлялась совместная функ-
ция отклонений 

   


      
2expth

10 01
1

1 ( , )/
I

z z
ii

F D D  

  


    
2expth

10 01
1

1 ( , )/ ,
J

zz zz
jj

D D   (15) 

где индексы «th» и «exp» соответствуют теоре-
тическим и экспериментальным данным; 

zth  — касательные напряжения (13) у лицевой 
поверхности образца ( )r R  при кручении; 

z pM R J exp exp / ;  zzth  — условные напряжения 
растяжения (14); zz N A exp exp / ;  ,i j  — номера 
точек сравнения. 

Из условия 10 01( , ) minF D D  определяли 
значения 10 ,D  01.D  

Во втором варианте сначала обрабатывали 
результаты испытаний на кручение и из ус-
ловия 

 
 



      
2expth

1
1

( ) 1 ( )/ min
I

z z
ii

F G G  (16) 

определяли значение модуля сдвига 
 10 012( ).G D D  

 
Рис. 7. Диаграммы растяжения полиуретана  

СКУ-ПФЛ-100, построенные по экспериментальным 
данным (1, 2) и модели Муни–Ривлина (3) 
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Затем решали задачу минимизации отклоне-
ний при одноосном растяжении. Из соотноше-
ния упругости (14) исключали параметр 

 01 10/2D G D  и минимизировали функцию 

 


    
2expth

2 10 10
1

( ) 1 ( )/ .
J

zz zz
jj

F D D   (17) 

Таким образом достигалось возможное 
наилучшее приближение теоретических диа-
грамм к экспериментальным. 

При формировании функций цели (15)–(17) 
точки сравнения касательных напряжений рас-
пределялись равномерно по оси угловой де-
формации в интервале R 0 θ 0,8;  аналогично 
точки сравнения нормальных напряжений сле-
довали с равным шагом по переменной z  в 
интервале   1 1,8.z  

В таблице приведены значения параметров 
закона упругости Муни–Ривлина при различ-
ном числе точек сравнения. 

Из данных таблицы следует, что реализо-
ванные способы поиска постоянных упругости 
приводят к практически одинаковым результа-
там, устойчивым по отношению к числу точек 
сравнения. На рис. 3 и 7 показаны теоретиче-
ские диаграммы кручения и растяжения, по-
строенные по модели Муни–Ривлина при 
найденных значениях постоянных. Их сравне-
ние с экспериментальными диаграммами сви-
детельствует о том, что двухпараметрическая 
модель Муни–Ривлина (11) в целом позволяет 
описать упругое поведение полиуретана СКУ-
ПФЛ-100 при статическом нагружении в рас-
смотренном диапазоне деформаций с достаточ-
ной для практических целей точностью. Точ-

ность описания начального участка кривых де-
формирования, где, согласно испытаниям, 
наблюдается снижение жесткости полиуретана 
(рис. 3), можно повысить путем учета в потен-
циале дополнительных по отношению к моде-
ли (11) слагаемых. 

Выводы 
1. Представлен подробный анализ больших 

упругих деформаций цилиндрических образцов 
при кручении и растяжении, предназначенный 
для идентификации модели упругости поли-
уретана. 

2. Приведены результаты статических испы-
таний образцов из литьевого полиуретана СКУ-
ПФЛ-100 на кручение и растяжение, по кото-
рым определены значения параметров закона 
упругости Муни–Ривлина, обеспечивающие 
наилучшее приближение к эксперименту в 
рамках рассматриваемой модели. 
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