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Рассмотрен метод определения коэффициента неравномерности распределения нагруз-
ки по потокам мощности многосателлитной планетарной передачи с самоустанавлива-
ющимися звеньями при наличии погрешностей ее изготовления. Решение задачи про-
водилось с учетом податливости подшипников качения, деформации двухопорных 
осей и сопрягаемых с ними элементов передачи. Многопоточные (многосателлитные) 
планетарные передачи получили широкое распространение в машиностроении благо-
даря высоким технико-экономическим показателям. Однако неравномерность распре-
деления нагрузки в зацеплениях колес, вызванная погрешностями изготовления пере-
дачи, ведет к снижению эффекта многопоточности. В результате задача улучшения по-
казателей нагрузочной способности планетарного механизма актуальна. Важнейшим 
показателем несущей способности планетарной зубчатой передачи является неравно-
мерность распределения нагрузки по сателлитам, зависящая от деформации таких де-
талей, как подшипник и ось сателлита. В результате возникает проблема определения 
влияния податливости указанных элементов механизма на величину коэффициента не-
равномерности распределения нагрузки по потокам мощности. Для установления зако-
на распределения нагрузки в зонах сопряжения оси сателлита со щеками водила и 
кольцом подшипника ось рассмотрена как балка на упругих основаниях и решена си-
стема из двух дифференциальных уравнений, постоянные интегрирования которых 
определены с учетом прогиба оси на промежуточных участках. Полученную погонную 
нагрузку на участках сопряжения и соответствующую ей податливость оси, а также 
податливость подшипника качения включали в систему уравнений совместности пе-
ремещений, из которой определяли силы в зацеплениях сателлитов. Результаты ис-
следования планетарных передач с числом сателлитов от пяти до семи показали, что 
нагрузочная способность семисателлитной передачи при наличии погрешностей  
ее изготовления превышает указанный технико-экономический показатель пяти- и  
шестисателлитной конструкций примерно на 20…30 %, а при отсутствии погрешно-
стей — на 40 и 17 % соответственно. Деформативность осей и подшипников сателлитов 
существенно влияет на распределение нагрузки по потокам мощности планетарной пе-
редачи. Снижение за счет этого коэффициента неравномерности достигает 30 % и бо-
лее, что увеличивает нагрузочную способность механизма. 
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This paper proposes a method for determining the mesh load factor for a multi-satellite 
planetary gear with self-adjusting elements in the presence of manufacturing errors. The 
problem is solved taking into account the stiffness of the rolling bearings, deformation of 
the two-point shafts and the adjacent elements. Multi-satellite planetary gears have been 
widely used in mechanical engineering due to their high technical and economic indicators. 
However, the non-uniform load distribution in the meshed gears that is caused by 
manufacturing errors diminishes the effect of the multiple planets. Therefore, it is important 
to improve loading capacity indicators of the planetary gear mechanism. The major index of 
the planetary gear bearing capacity is the non-uniformity of load distribution among the 
planets. It depends on the deformation of such elements as bearing and shaft, hence the 
problem of determining the influence of stiffness of these elements on the mesh load factor. 
For the determination of load distribution laws in the zones where the planet shaft is in 
contact with the carrier surface and the bearing ring, the shaft is considered as an axle on 
elastic foot. A system of two differential equations is solved where the integration constants 
are determined taking into account shaft bending at intermediate sections. The obtained 
linear load in the adjacent areas, and the stiffness of the shaft and rolling bearing are 
included in the system of displacement compatibility equations, from which the forces in 
the meshed planets are calculated. The study results for planetary gears with 5 to 7 planets 
have shown that loading capacity of a seven-satellite gear with manufacturing errors exceeds 
that of a five- and six-satellite assembly approximately by 20–30%, and with no errors by 
40% and 17% respectively. The deformability of the planet shafts and bearings has a 
significant impact on load distribution among the planets. The reduction of the mesh load 
factor reaches 30% or more, which increases the loading capacity of the mechanism. 
Keywords: planetary gear, deformability, errors, non-uniform loading. 

Планетарные и волновые передачи широко 
распространены в технике благодаря хорошим 
массогабаритным показателям, надежности, 
малым потерям мощности на трение и возмож-
ности реализации большого передаточного от-
ношения в одной ступени [1–3]. Наиболее эф-
фективными из них и часто применяемыми на 
практике являются многопоточные (многоса-
теллитные) конструкции Джеймса, содержащие 
в качестве основных звеньев солнечную ше-
стерню, центральное колесо с внутренними 
зубьями и водило (рис. 1). Для ликвидации из-
быточных связей и выравнивания нагрузки в 
зацеплениях колес сателлиты располагают на 
сферических подшипниках, а солнечную ше-
стерню — на зубчатой подвеске. Однако такая 
конструкция позволяет полностью избавиться 
от избыточных связей только при трехсател-
литном исполнении. На практике же часто ис-
пользуют планетарные механизмы с большим 
числом сателлитов (пять и более). Неизбежные 
погрешности их изготовления приводят к не-
равномерному распределению нагрузки по по-
токам мощности даже при наличии «плаваю-
щих» и самоустанавливающихся звеньев. По-
датливость таких элементов передачи, как 

подшипники и оси сателлитов, частично ком-
пенсирует эти погрешности, поэтому важно 
установить законы распределения нагрузки в 
зонах сопряжения оси сателлита с кольцом 

 
Рис. 1. Многопоточная планетарная передача 

 с самоустанавливающимися звеньями 
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подшипника и щекой водила и исследовать их 
влияние на величину коэффициента неравно-
мерности распределения нагрузки по потокам 
мощности. 

Цель работы — определение коэффициента 
неравномерности распределения нагрузки по 
сателлитам многопоточной планетарной пере-
дачи, в прямой зависимости от которого нахо-
дится нагрузочная способность механизма. 

Деформация оси обусловлена ее податливо-
стью в местах сопряжения с подшипником са-
теллита и щеками водила, а также прогибом на 
промежуточных участках (рис. 2). 

Представив ось в месте сопряжения со ще-
кой водила балкой на упругом основании и ис-
пользуя известные из строительной механики 
зависимости, запишем уравнение ее напряжен-
но-деформированного состояния в следующем 
виде: 

     
II

II ( ) ( )( )( ) 1,1 ,q x q xM xy x
C IE SG

 (1) 

где C  — контактная жесткость сопряжения, 
 /1,2C E  [4]; ( )M x  — момент изгиба оси в 

сечении с координатой х,  

      
0

( ) (0) ( )( )
x

M x M Fx q x d   

( (0)M  — момент в сечении оси при  0,x  ν — 
координата (см. рис. 2), F  — половина окруж-
ной силы, действующей на ось сателлита); I  — 
осевой момент инерции сечения; ,E  G  — мо-
дули упругости первого и второго рода соответ-
ственно; ( )q x  — погонная нагрузка, ( )q x  
  [ ( )]y x C   ( const);  S — площадь попе-
речного сечения оси. 

Дважды продифференцировав выраже-
ние (1) по х, получим 

   IV II1,1( ) ( ) ( ) 0.C Cq x q x q x
SG IE

 

Решение этого уравнения имеет вид 

       1 2( ) sh( )sin( ) ch( )sin( )q x C x x C x x  

       3 4sh( )cos( ) ch( )cos( ),C x x C x x  (2) 

где  
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Аналогично на участке сопряжения оси  
сателлита с кольцом подшипника погонная 
нагрузка, найденная с учетом равенств 
   I III(0) (0) 0,  
        5 6( ) sh( )sin( ) ch( )cos( ).z C z z C z z  (3) 

Для определения постоянных интегрирова-
ния С1–С6, входящих в выражения (2), (3), ис-
пользуем следующие уравнения статики и гра-
ничные условия: 

• 
0

( ) ;
b

q x dx F  

•  
0

( ) ;
l

z dz F  

• при x b  ( ) 0M x  и в соответствии с 
уравнением изогнутой оси (1)  

 II ( )( ) 1,1 ;Cq bq b
SG

 

• при  0x  

     
 


II

0

(0) (0)( ) (0) ( ) 1,1 ;
b q qM x M q x xdx IE

SG C
 

• при  0x  и z l  моменты изгиба на участ-
ках связаны равенством 

       
 

I ( ) ( )( ) 1,1 ( ) (0);l lM l IE F L l M
C SG

 

• взаимосвязь между угловыми деформаци-
ями участков оси имеет вид  

      
2II (0)( ) (0) ( ) 1,1 .

2
F L lql M FL l

C C IE SG IE
 

 
Рис. 2. Схема напряженно-деформированного  

состояния оси сателлита планетарной передачи 
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В результате расчетов получены зависимо-
сти погонной нагрузки, отнесенной к среднему 
ее значению, в зонах сопряжения оси сателлита 
с кольцом подшипника и щекой водила от па-
раметров  /Z z l  и  /X x b  при  / 0,6,b b d  

/ 0,5,l d  / 1L d  (рис. 3). 
Окружное смещение сателлита, обусловлен-

ное деформацией его оси и сопрягаемых с ней 
щеки водила и кольца подшипника, 
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2 3
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Сближение внешнего и внутреннего колец 
двухрядного сферического роликового под-
шипника под действием радиальной нагрузки 
2 ,F  зависящее от размеров его элементов [5, 6], 
имеет следующий вид [5]: 

      3 3
Р Н Н В В0,5y n n  

     

22
3

15 (1 ) ,
cos

F
ZE

 (5) 

где Z  — число роликов в ряду;   — угол 
наклона оси ролика к оси подшипника; Н ,  
В  — приведенные кривизны поверхностей в 
сопряжениях ролика с наружным и внутрен-
ним кольцами подшипника соответственно; 
 — коэффициент Пуассона; H ,n  Bn  — коэф-
фициенты разности кривизн в сопряжениях 
ролика с наружным и внутренним кольцами 
подшипника соответственно. 

Для определения коэффициента неравно-
мерности распределения нагрузки по сателли-
там используем систему уравнений совместно-
сти перемещений: 
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где niF  — нормальная нагрузка в зацеплении 
сателлита с колесом или солнечной шестерней, 

 /cos ;ni i wF F  w  — угол зацепления; wb  — 
рабочая ширина венца сателлита; wc  — жест-
кость зацепления,  0,075wc E  [7]; i  — по-
грешность окружного расположения осей са-
теллитов; nF  — среднее значение нормальной 
нагрузки в зацеплении,  /cos ;n wF F  n  — 
число сателлитов. 

После подстановки в систему (6) перемеще-
ний, выраженных через соответствующие сател-
литам силы iF  уравнениями (4), (5), получим 
составляющие нагрузки и коэффициент нерав-
номерности ее распределения  max / .n nK F F  

На рис. 4 приведены зависимости коэффи-
циента неравномерности K  от относительной 
погрешности   /w nEb F  для пяти-, шести- и 
семисателлитной конструкций передачи при 
угле зацепления колес w = 20 и различных 
значениях параметров механизма. Зависимо-
сти соответствуют подшипникам средней се-
рии и неблагоприятному для передачи с «пла-
вающей» солнечной шестерней соотношению 
между отклонениями осей сателлитов от тео-
ретически точного положения: при  5n  
    1 2 ,       3 4 5 0;  при  6n   1  
       2 3 4 ,     5 6 0;  при  7n  
        1 2 3 4 ,       5 6 7 0  (данные 
соотношения приняты потому, что при нечет-
ном числе сателлитов самоустанавливаемость 
солнечной шестерни обеспечивает близкое  

 
Рис. 3. Распределение нагрузки в зонах сопряжения оси сателлита с кольцом подшипника (а)  

и щекой водила (б) при  / 0,6,b b d  / 0,5,l d  / 1L d  
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к равномерному распределение нагрузки толь-
ко по трем сателлитам, при четном — по двум). 

Для оценки точности аналитического метода 
расчета деформативности элементов передачи 
проведено исследование напряженно-дефор-
мированного состояния оси и сопрягаемых с 
ней деталей с помощью конечно-элементного 
анализа в среде Solid Works [8, 9]. Результаты 
последнего близки к значениям, полученным 
по предложенным зависимостям податливости. 

Из выполненных расчетов следует, что при 
«плавающей» солнечной шестерне и неблаго-
приятном соотношении между отклонениями 
осей сателлитов от теоретически точного по-
ложения нагрузочная способность пятисател-
литной конструкции практически не отличает-
ся от этого показателя шестисателлитной пере-
дачи. Это объясняется тем, что повышение 
нагрузочной способности за счет увеличения 
числа потоков мощности компенсируется по-
вышением коэффициента неравномерности 
распределения нагрузки в зацеплениях колес. 
Нагрузочная способность семисателлитной пе-
редачи при наличии погрешностей ее изготов-
ления превышает указанный технико-
экономический показатель пяти- и шестисател-
литной конструкций примерно на 20…30 %, а 
при отсутствии погрешностей — на 40 и 17 % 
соответственно. Это следует учитывать как при 

расчете на прочность, так и при определении 
виброакустических характеристик планетарных 
передач [10, 11]. 

Выводы 
1. Деформативность осей и подшипников 

сателлитов оказывает существенное влияние на 
распределение нагрузки по потокам мощности 
планетарной передачи. Снижение за счет этого 
коэффициента неравномерности достигает 30 % 
и более, что увеличивает нагрузочную способ-
ность механизма. 

2. При неблагоприятном для пяти-, шести- 
и семисателлитной передач с «плавающей» 
солнечной шестерней соотношении между от-
клонениями осей сателлитов от теоретически 
точного их положения наиболее равномерное 
распределение нагрузки имеет место в пятиса-
теллитной конструкции. 

3. Приведенные зависимости позволяют 
определить податливость оси сателлита плане-
тарной передачи и сопрягаемых с ней щек во-
дила и подшипников качения, осуществить 
расчет этих деталей и передачи в целом на 
прочность и жесткость, а также использовать 
полученные результаты исследования при про-
ектировании рациональных конструкций мно-
гопоточных планетарных механизмов. 

Литература 

[1] Тимофеев Г.А., Самойлова М.В. Геометро-кинематическое исследование комбиниро-
ванного планетарно-волнового механизма. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. 
Машиностроение, 2012, № 1, c. 70–80. 

[2] Lin J., Parker G.R. Planetary gear parametric instability caused by mesh stiffness variation. 
Journal of Sound and vibration, 2002, vol. 249, no. 1, pp. 38–48, doi:10.1006/jsvi.2001.3848. 

[3] Singh A. Epicyclic load sharing map – development and validation. Mechanism and Machine 
Theory, 2011, vol.46 (5), pp. 632–646. 

 
Рис. 4. Зависимости коэффициента неравномерности распределения нагрузки по потокам мощности  

от относительной погрешности  при  0,4 / 0,8,b d  / 0,5,l d  / 1,8:wb L  
а — n = 5; б — n = 6; в — n = 7; 1 — L/d = 1; 2 — L/d = 0,7; 3 — жесткая ось; 4 — жесткие ось и подшипник 
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