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Рассмотрена задача стохастической динамики нелинейной конечно-элементной мо-
дели с использованием разложения решения по усеченному ортогональному базису 
собственных векторов статистически линеаризованной системы. Принято допуще-
ние, что нелинейности, присутствующие в системе, не приводят к принципиальному 
изменению ее динамического поведения, а только вносят существенную количествен-
ную поправку в вероятностные характеристики по отношению к линейной модели. 
Для того чтобы последняя не потеряла физический смысл, все нелинейные характе-
ристики представлены в виде суммы линейной и нелинейной составляющих. Адди-
тивное внешнее воздействие принято стационарным или квазистационарным. Си-
стема уравнений относительно главных координат, записанная в форме Коши, приве-
дена к каноническому виду с применением формирующих фильтров. Использованы 
известные дифференциальные уравнения метода моментов, позволяющие решить за-
дачу в рамках корреляционной теории, если известна зависимость собственных чисел 
и векторов от искомых вероятностных моментов, через которые выражаются коэф-
фициенты статистической линеаризации. Для выявления этой зависимости исполь-
зованы разложения собственных чисел и векторов в степенные ряды по коэффициен-
там статистической линеаризации, рассматриваемые как вариации элементов матри-
цы жесткости линейной модели. Учтено линейное или квадратическое приближение. 
Расчет вероятностных моментов, входящих в коэффициенты статистической линеа-
ризации, проводится посредством итерационной процедуры, которая, как показала 
практика, сходится за два или три приближения. Результаты проиллюстрированы 
примером. 
Ключевые слова: моментные характеристики, ортогональный базис, каноническая 
форма уравнений, метод моментов, итерационная процедура, нормальная форма  
Коши. 

The problem of stochastic dynamics of a nonlinear finite element model is considered in 
this article using the expansion of the solution in the truncated orthogonal basis of 
eigenvectors of the statistically linearized system. It is assumed that the nonlinearity present 
in the system does not lead to a considerable change in the system’s dynamic behavior. It 
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only makes a significant quantitative amendment to the probabilistic characteristics in 
relation to the linear model. In order for the latter to maintain its physical meaning, all 
nonlinear characteristics are represented as the sum of the linear and nonlinear 
components. The additive external action is taken as stationary or quasi-stationary. The 
system of equations relative to the main coordinates written in the Cauchy form is brought 
to the canonic form using the generating filters. The well-known differential equations of 
the method of moments are used to solve the problem within the correlation theory 
framework, providing that the relationship between the eigenvalues and eigenvectors, and 
the unknown stochastic moments, through which the coefficients of statistical linearization 
are expressed, is known. To reveal this relationship, the expansions of eigenvalues and 
eigenvectors to power series with respect to coefficients of statistical linearization are used. 
These expansions are considered as variations of the elements of the stiffness matrix of the 
linear model. The linear or quadratic approximation is taken into account. The stochastic 
moments that constitute the coefficients of statistical linearization are calculated through an 
iterative procedure. Practice shows that this procedure converges in two or three 
approximations.  The results are illustrated by an example. 
Keywords: moment characteristics, orthogonal basis, canonical form of equations, method 
of moments, iterative procedure, normal Cauchy form. 

При решении различных задач динамики кон-
струкций на основе линейных конечно-эле-
ментных моделей большой размерности часто 
применяется его разложение по главным коор-
динатам на основе ортогонального базиса соб-
ственных векторов. Этот подход является 
наиболее рациональным, поскольку обычно для 
достижения необходимой точности ограничи-
ваются небольшим количеством членов разло-
жения. Если в системе присутствуют нелиней-
ные элементы, то, выделив линейную часть  
модели, на ее основе можно использовать орто-
гональный базис. Как и для линейной системы, 
в большинстве случаев можно ограничиться 
небольшим числом членов разложения, обес-
печивающим необходимую точность в ограни-
ченном диапазоне частот, который, как прави-
ло, задается при решении конкретной инже-
нерной задачи. 

Для эффективного решения стохастических 
задач динамики конструкции применяется ста-
тистическая линеаризация [1]. Принципиаль-
ных трудностей в формировании решения не 
возникает, если использовать в качестве мате-
матического описания динамики конечно-
элементной модели систему дифференциаль-
ных уравнений в нормальной форме Коши и 
после статистической линеаризации применить 
один из известных подходов, например, метод 
моментов [1]. Для моделей с большим числом 
степеней свободы этот путь слишком громоз-
док и сложен в практической реализации. При-
менение же ортогонального разложения за-
труднено тем, что коэффициенты статистиче-

ской линеаризации зависят от математических 
ожиданий и дисперсий решения. Таким обра-
зом, вычислить априори собственные числа и 
векторы линеаризованной системы невозмож-
но вследствие неизвестности некоторых эле-
ментов матриц коэффициентов. 

Построим формальное решение на основе 
ортогональных разложений с применением ме-
тода моментов, проигнорировав пока указан-
ные трудности. При этом рассматривается 
только класс задач, в котором учет нелинейно-
стей по отношению к линейной модели не при-
водит к качественным изменениям в динамиче-
ском поведении конструкции, например, поте-
ря устойчивости или автоколебания. Влияние 
нелинейностей проявляется лишь в существен-
ном изменении вероятностных характеристик 
фазовых координат модели. 

Представим каждую из нелинейностей 
( ),y  входящих в уравнения движения, в виде 

суммы некоторой линейной части cy  и нели-
нейного дополнения ( )y  [2] 

  ( ) ( ).y cy y    (1) 

Такая операция обычно не вызывает труд-
ностей и может выполняться различными спо-
собами. 

В качестве примера на рис. 1 приведена не-
линейная характеристика люфта, где 1 — ( );y  
2 — ;cy  3 — ( ):y  

  

 
 

 

,  ,
0, ,  

, ;

c y d y d
y y d

c y d y d

  
  
       

 
,  ,
, ,

, .

cd y d
y cy y d

cd y d

 
   
  

  



#2 [671] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 5 

Для выделения линейной части можно  
использовать также способ, предложенный 
Я.Г. Пановко [3]. В этом случае коэффициен-
ты c  определяются из условия минимума сред-
неквадратической погрешности аппроксима-
ции ( )y  на выбранном интервале аргумен-
та .y  

После преобразований (1) векторное урав-
нение движения объекта можно записать в сле-
дующем виде: 

 Γ Φ( ) ( ),MY Y CY Y F t      (2) 

где т
1 2( ,  , ,  )nY y y y   — вектор перемещений; 

,M  Γ,  C  — симметричные, положительно 
определенные матрицы масс, демпфирования и 
жесткости; т

1 2( ) [ ( ),  ( ), , ( )]nF t f t f t f t   — вектор 
стационарных внешних воздействий с нулевым 
математическим ожиданием и заданной матри-
цей корреляционных функций ( );FK   Φ( )Y   

т
1 2[ ( ),  ( ), , ( )]nY Y Y      — нелинейная век-

тор-функция. 
Для большинства инженерных задач анализа 

влияния случайных вибраций на конструкцию 
нулевое математическое ожидание является 
характерным для реальных эксплуатационных 
нагрузок. Исключения этого допущения прин-
ципиально не усложняют задачу, добавляя 
лишь технические трудности. 

Если при стационарном внешнем воздей-
ствии нестационарным является только пере-
ходный процесс, то квазистационарное воздей-
ствие само может генерировать нестационар-
ные режимы функционирования системы. Как 
показано в работе [4], такое обобщение внеш-
него воздействия не приводит к существенным 
усложнениям и вписывается в предлагаемый 
аппарат анализа. 

Согласно принятому для многих практиче-
ских задач допущению, в уравнении (2) дисси-
пативные силы, эффект действия которых мо-
жет быть оценен лишь интегрально, условно 

задаются линейным членом Γ .Y  Матрица Γ  
выбирается обычно пропорциональной матри-
цам масс и жесткости. Следует отметить, что 
принципиально несложно рассмотреть нели-
нейность общего вида Φ( ,  ),Y Y  тем более что на 
практике она, как правило, сепарабельна. 

Из допущения о характере нелинейности 
следует, что при Φ( ) 0Y   система (2) не теряет 
физического смысла и является линейной  
моделью изучаемого объекта, качественно  
сохраняющей его основные свойства. Прове-
дем статистическую линеаризацию нелинейно-
сти [1]: 

 0 0Φ( ) ( ) ,YY P K Y  (3) 

где 0Y  — центрированный вектор; YK  — мат-
рица корреляционных моментов вектора 0 ;Y  

)( YP K  — матрица коэффициентов статистиче-
ской линеаризации по центрированным со-
ставляющим. 

Подставив (3) в (2), получим следующее 
уравнение: 

  0 0 0 0) ( )Γ ( .YMY Y C P K Y F t      (4) 

Для исключения приведенных в статье труд-
ностей, связанных с использованием ортого-
нальных разложений для линеаризованного 
уравнения, будем считать элементы матрицы 

)( YP K  некоторыми пока неизвестными вариа-
циями соответствующих элементов матрицы 
жесткости .C  Таким образом рассматривается 
решение нелинейной задачи в окрестности ре-
шения линейной модели. 

Обозначим: k  и т
1 2( , )  , , k k k knX x x x   — 

собственные числа и векторы линеаризованной 
модели ( 1, 2, , ).k n   Известно, что вектор Y  
выражается в виде 

 ( ),Y WZ t  (5) 

где т
1 2( ) [ ( ),   ( ), , ( )]rZ t z t z t z t   — вектор мо-

дальных координат ( );r n  W  — матрица, 
столбцами которой являются собственные век-
торы 1 2,  , ,  .rX X X  

Принимаем, что матрица коэффициентов 
демпфирования Γ  пропорциональна матрицам 
массы M  и жесткости C  [5]: 

 1 2Γ 2 2 ,M C     

где 1,  2  — заданные скалярные коэффици-
енты. 

Подставив (5) в (4) с учетом условий орто-
нормировки собственных векторов, получим 
известную развязанную систему дифференци-

 
Рис. 1. Нелинейная характеристика люфта: 

1 — ( );y  2 — ;cy  3 — ( )y  

 



6 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #2 [671] 2016 

альных уравнений относительно модальных 
координат: 

 ( )2 ,jj j j j jzz z g t       (6) 

где 

 1 2[ , ; 1, 2,( ) ( )] , , .j j j jg t X F t j r          (7) 

Преобразуем уравнения (6) к форме Коши, 
введя переменные 1,j jz z  1 2 ,j jz z  и сгруп-
пируем их в два вектора: 

 
т

1 11 21 1
т

2 12 22 2

) ;( ,  , ,
( ,  , , ) .

r

r

Z z z z
Z z z z

 
 

 

Обозначим: т
1 2( ) [ ( ),  ( ), , ( )] ;rG t g t g t g t   

1
2

s
sO  — матрица с нулевыми элементами (ниж-

ний индекс показывает число строк, верхний — 
число столбцов; например, 1

rO  — нулевой век-
тор размерностью ).r  

Из соотношения (7) следует, что 

 т( ) ( ).G t W F t  (8) 

На основании изложенного, систему урав-
нений (6) можно записать в следующем виде: 

 1( ),Z Z G tB    (9) 

где 

 

1

2
;

Z
Z

Z
  

1 2
;

r
rO E

B
B

B
  1( ) ( );G t RF t  т ;

n
rO

R
W

  

 1 diag ( ;  1, 2, , );iB i r      
 2 diag ( 2 1, 2, , ).iB i r       

Для использования метода моментов в каче-
стве предварительного этапа необходимо пре-
образовать уравнение (9) к каноническому ви-
ду, в котором внешнее воздействие является 
векторным белым шумом. Для такого преобра-
зования необходимо использовать формирую-
щий фильтр, трансформирующий белый шум в 
заданный реальный случайный процесс. Такое 
преобразование осуществляется достаточно 
просто, если последний является стационар-
ным с дробно-рациональной спектральной 
плотностью. Тогда фильтр описывается линей-
ным дифференциальным уравнением с посто-
янными коэффициентами, которые определя-
ются известным способом, приведенным в ра-
ботах [1, 5]. Например, для стационарного 
случайного процесса 0( )f t  с корреляционной 
функцией 

 exp( () | |)f fk D a     (10) 

уравнение формирующего фильтра имеет вид 

 0 0 0( )2   ,ff af D a u t   (11) 

где 0( )u t  — белый шум с единичной спектраль-
ной плотностью. 

В общем случае уравнение формирующего 
фильтра записывается следующим образом: 
 0 0 0 ),(F AF QU t    (12) 

где ,A  Q  — матрицы коэффициентов ( );n n  
0( )U t  — векторный белый шум. 
Объединив уравнения (9) и (12) в одно с 

вектором переменных 0W  размерностью 
2 :r n  

 
0

0
0

 
,

 
Z

W
F

  

получим уравнение в канонической форме: 

 0 0 0( ),W SW LU t   (13) 

где 

 2 ;r
n

R
S

O
B

A



 

2
2 2
2 ;

r n
r r
r

n

O O
L

O Q
  

1
20

0

 
(

 
) .

( )
rO

U t
U t

   

В соответствии с методом моментов на ос-
нове уравнения (13) формируется уравнение 
относительно матрицы корреляционных мо-
ментов WK  вектора :W  

 т ,W W WK SK K S H    (14) 

где H  — матрица интенсивностей белого шума. 
Определим матрицу корреляционных функ-

ций вектора внешних воздействий в уравнении 
(13): 

 0 0т т т( ) ( ][ ,) ( ) .UM LU t U t L LK t t L   

Поскольку ( ), ( ),UK t t E    то 

 
2
2 2
2 т .

r n
r r
r

n

O O
S

O QQ
  

Из соотношения (5) следует, что 

 0 0

1
( ) ( ).

r
si si

s
y t x z t


   

Тогда элементы матрицы корреляционных 
моментов ( )yK t  имеют следующий вид: 

 ( ) ( )
,

, 1
( ) ( ),

r
y z

si s ji j ss
s s

k t x x k t 


   

где ( )( )z
ssk t  — элементы корреляционной мат-

рицы ( ),ZK t  которая определяется решением 
уравнения (14). 
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При i j  

 ( ) ( )

, 1
( ) ( ).

r
y z

si s ii ss
s s

D t x x k t


 


   (15) 

Как уже отмечалось, элементы ( )ijp y  мат-
рицы коэффициентов линеаризации ( )YP K  
рассматриваются как вариации соответствую-
щих элементов ijc  матрицы .C  Для удобства 
формализации (сокращения количества ин-
дексов) введем одинарную построчную нуме-
рацию только для элементов матриц C  и ,P  
которые определяют нелинейные элементы 
( 1, 2, , ).i m   Как и в работе [2], представим 
собственные числа k  и векторы kX  в виде 
степенных рядов в окрестности из значений, 
полученных для линейной модели по ),(i Yp K  
ограничившись линейным или квадратичным 
приближениями. Как показано в работе [6], 
точность вполне удовлетворительна при от-
клонении вариаций до 30–40 % от номиналь-
ных значений k  и :kX  
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 (16) 

где ( ) ;/k
k ii c     ( ) 2 ;/k

k i jij c c       ( )k
iQ   

/ ;k iX c    ( ) 2 /k
k i jijN X c c     — скалярные и 

векторные функции чувствительности, опреде-
ление которых широко описано в литературе, 
например [7–11]. Если рассматривается вариа-
ция элементов матрицы ,C  то на основании 
результатов, приведенных в работе [6], функ-
ции чувствительности первого порядка запи-
сываются в виде 

      
( ) , ;k

k ki
i

C X X
c

 (17) 

 



 
  

 ( )

1

,
.

k sn ik
si

s k s
s k

C X X
cQ X  (18) 

В реальных задачах, когда рабочий диапазон 
частот существенно ограничен, необходимая 
точность вычислений по формуле (18) достига-

ется для числа элементов суммы много меньше, 
чем n  (порядка r). 

Задача значительно упрощается, если учесть 
следующие обстоятельства, характерные для 
реальных инженерных задач анализа динамики 
конструкций: практический интерес обычно 
представляют только дисперсии и спектраль-
ные плотности перемещений, скоростей и 
ускорений, т. е. диагональные элементы соот-
ветствующих матриц; количество нелинейных 
элементов m  в расчетных моделях реальных 
конструкций на порядки меньше числа конеч-
ных элементов ( );m n  нелинейные характе-
ристики элементов конструкций, как правило, 
зависят от одного перемещения ( )i iy  или 
разности двух обычно соседних перемещений. 

Обозначим элементы матрицы ( )yK t  — 
( ) ,y
ijk  тогда дисперсия ( ) ( ) .y y

i iiD K  В первом 
случае имеем ( ) )( ,y

i ip D  а во втором 
1( [ ),]i i ip D y y   где     ( ) ( )

1 1[ ] y y
i i i iD y y D D  

 ( )
, 12 .y

i ik  
Как отмечено в работе [1] и подтверждено 

расчетами, пренебрежение взаимным корреля-
ционным моментом ( )

, 1
y

i ik   не приводит к значи-
тельным погрешностям. 

Тогда выражения (16) принимают следую-
щий вид: 

 

( )( )

1

( ) ( )( )

, 1

( )( )

1

( ) ( )( )

, 1

1 ;

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

2

1 .
2

m
yk

k k ii i
i

m
y yk

i jiij j
i j

m
yk

k k ii i
i

m
y yk

i jiij j
i j

p D

p D p D

X X Q p D

N p D p D









    

 

 








 
















 (19) 

Кроме того, в реальных инженерных зада-
чах количество внешних нагрузок (обычно не-
коррелированных), а значит, и уравнений 
фильтров, как правило, невелико в отличие от 
общего случая (12). Таким образом, переход к 
канонической форме уравнения (13) не связан 
с существенным увеличением размерности си-
стемы уравнений. Следует отметить, что в ре-
шении уравнений фильтров кроме стационар-
ных процессов содержатся еще и переходные 
процессы, как в любой динамической системе. 
Заданные стационарные воздействия устано-
вятся только после того, как переходные про-
цессы в фильтрах затухнут вследствие дисси-
пации. Наличие «переходного» нестационар-
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ного воздействия искажает анализируемый 
переходный режим в системе. Для исключения 
этого недостатка можно использовать любой 
из двух способов: 

• начать интегрировать уравнения фильтров 
раньше, чем уравнения основной системы на 
интервал времени, требуемый для затухания 
переходных процессов; 

• часто уравнения фильтров описываются 
уравнениями первого или второго порядков, 
которые могут быть решены аналитически; из 
полученного аналитического решения неслож-
но выделить требуемую стационарную часть. 

Следует отметить также, что блочные мат-
рицы, входящие в B , B , в основном нулевые 
или диагональные, что позволяет построить 
экономную вычислительную процедуру. 

Предлагаемый подход позволяет создать 
следующую итерационную схему вычислений, 
реализуемую на каждом шаге по времени. Ите-
рация осуществляется только по совокупности 
дисперсий, входящих в нелинейности iD  
( 1, 2, , ).i m   Обозначим: l  — номер итерации. 
За нулевое приближение можно выбрать значе-
ния дисперсий линейной модели системы или их 
значения с предыдущего шага по времени. 

Последовательность вычислений: 
1) (0)( )iD t  ;i  
2) ( )( ),l

i t  ( )( )l
iX t  по формулам (16); 

3) ( , )
, ( )z l

s sk t  — интегрированием уравнения 
(13); 

4) ( 1)( )l
iD t  i  по формулам (15). 

Затем осуществляется переход к позиции 2. 
Обычно итерация хорошо сходится за 2–3 

приближения, после чего нетрудно определить 
все остальные дисперсии. В качестве нулевого 
приближения можно выбрать решение для ли-
нейной модели или значения дисперсий с 
предыдущего шага интегрирования. 

Существенной особенностью полученных 
результатов является зависимость коэффици-
ентов линеаризованного уравнения от времени, 
поскольку коэффициенты статистической ли-
неаризации ( )[ ( )]y

i ip tD  являются функциями 
времени. Следовательно, от времени зависят и 

собственные значения, которые следует рас-
сматривать как «мгновенные». 

В качестве примера рассмотрена система, 
представляющая собой двухопорную балку, в 
одной из опор которой имеется люфт (рис. 2). 

Расчет собственных значений проводился в 
конечно-элементном программном пакете Nas-
tran. Общее число элементов системы — 1000. За 
внешнее воздействие принимался стационарный 
случайный процесс с корреляционной функцией 

( ) ,a
F FK D e    где 200,a   20.FD   
Значение люфта d  варьировалась в преде-

лах 0–10 мм. Количество собственных векторов 
r  выбиралось для линейной и линеаризован-
ной систем из условия, чтобы решения при 

1r   и r  отличались не более чем на 5 %. 
Обычно при 5 7r    это требование выполня-
лось. Погрешность разложений собственных 
чисел и векторов по формулам (16) при конеч-
ных вариациях 30 35 %  от номинальных зна-
чений (вариации линеаризованной системы 
даже для 10d   мм укладываются в эти преде-
лы) при 7k   не превышали 5 6 %.  

Дисперсии при различных значениях люфта в 
точке приложения нагрузки приведены на рис. 3. 

Для люфта 10d   мм решение при указан-
ной ранее точности потребовало учета семи 
( 7)r   мгновенных собственных форм. При 
этом, если использовать ортогональный базис 
линейной системы, что в принципе правомер-
но, то решения при 6r   и 7r   различаются 
на 42 % в установившееся время. 

Выводы 
1. Предлагаемый подход позволил ради-

кально упростить корреляционный анализ ис-
 

Рис. 2. Расчетная система 

 
Рис. 3. Дисперсии системы при различных  

значениях люфта: 
1 — d = 10 мм; 2 — d = 0 мм 
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пользованием ортогональных разложений для 
статистически линеаризованной системы. 

2. Применение разложения собственных чи-
сел и векторов в усеченный степенной ряд по 
коэффициентам статистической линеаризации, 

рассматриваемым как вариации элементов 
матрицы жесткости модели, позволило вы-
явить их зависимость от вероятностных харак-
теристик фазовых координат и получить за-
мкнутое алгоритмическое решение. 
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