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Имитационное математическое моделирование движения транспортного средства 
при различных режимах и дорожных условиях, а также преодоления типовых пре-
пятствий является основным методом исследования, применяемым в теории подрес-
соривания современных колесных машин (КМ). Одной из самых распространенных 
схем построения системы подрессоривания многоосных КМ является балансирная 
подвеска для двух ведущих мостов, где в качестве балансирной связи применен мно-
голистовой пакет металлических рессор. Разработана математическая модель прямо-
линейного движения КМ с балансирной подвеской мостов, учитывающей угловую 
податливость пакета металлорессор. Методами имитационного моделирования под-
тверждена работоспособность разработанной математической модели. 
Ключевые слова: имитационное математическое моделирование, колесная машина, 
система подрессоривания, балансирная подвеска. 

Mathematical simulation of a vehicle moving in different modes and road conditions, and 
overcoming typical obstacles is the main research method used in the theory of suspension 
in modern wheeled vehicles (WV). One of the most commonly used schemes for suspension 
systems in multi-axle WVs is a centerpoint suspension for two drive axles where a multi-
sheet pack of metal springs is used as a balancing link. The authors developed a mathemati-
cal model of linear movement of a WV with a centerpoint suspension that takes into ac-
count the angular ductility of the spring pack. The performed mathematical simulations 
confirmed the validity of the developed mathematical model. 
Keywords: mathematical simulation, wheeled vehicle, suspension system, centerpoint sus-
pension. 
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При проектировании подвесок колесных машин 
(КМ) одной из важных задач является исследо-
вание свойств семейства подвесок, созданных 
для различных ходов и нагрузок. Провести сбор 
необходимого объема информации для автомо-
билей, различных по конструкции и эксплуата-
ционным характеристикам, невозможно. Сроки 
и объемы натурных испытаний для сбора стати-
стических данных в такой постановке задачи 
весьма значительны. Увеличение же сроков ис-
пытаний приводит к моральному старению со-
здаваемой системы. При разработке транспорт-
ных средств на этапе предпроектных исследова-
ний желательно иметь полную информацию не 
только о статических, но и динамических харак-
теристиках разрабатываемой системы. Провести 
полные аналитические исследования по опреде-
лению соответствующих характеристик невоз-
можно. Эта задача может быть решена только с 
помощью моделирования, в частности сред-
ствами компьютерных имитационных матема-
тических моделей. 

Имитационное математическое моделиро-
вание движения транспортного средства при 
различных режимах и дорожных условиях, а 
также преодоления типовых препятствий явля-
ется основным методом исследования, приме-
няемым в теории подрессоривания современ-
ных КМ. 

Моделирование прямолинейного движения 
КМ по неровностям дороги позволяет иссле-
довать вибронагруженность экипажа машины, 
что является одной из важнейших задач про-
ектирования перспективных транспортных 
средств, и определить максимальную скорость 
движения по различным типам дорог при огра-
ничениях со стороны системы подрессорива-
ния. Созданные в последнее время математиче-

ские модели движения КМ, как правило, опи-
сывают общий случай криволинейного движе-
ния с подробной проработкой взаимодействия 
колесного движителя с опорным основанием 
[1–8]. Для решения задачи исследования виб-
ронагруженности такая детализация является 
избыточной и требует дополнительных затрат 
на настройку программного обеспечения и 
определение подробных технических характе-
ристик исследуемой КМ. При этом известно, 
что для обеспечения свойств стационарности и 
эргодичности процессов, происходящих в си-
стеме, анализ плавности хода КМ проводится 
при равномерном прямолинейном движении. 
Это позволяет существенно упростить матема-
тическое описание объекта. 

Одной из самых распространенных схем по-
строения системы подрессоривания многоосных 
КМ является балансирная подвеска для двух ве-
дущих мостов, где в качестве балансирной связи 
применен многолистовой пакет металлических 
рессор (рис. 1). Известные подходы к построе-
нию математической модели механической ба-
лансирной подвески, приведенные, например, в 
работе [9], не учитывают угловую податливость 
пакета металлорессор, рассматривая его как 
жесткую балку на упругом основании. 

Цель работы — разработка математической 
модели прямолинейного движения КМ с ба-
лансирной подвеской мостов, учитывающей 
угловую податливость пакета металлорессор. 

 
Требования, предъявляемые к математиче-
ской модели движения транспортного сред-
ства, и основные допущения. Исходя из сово-
купности поставленных задач по определению 
плавности хода, которые должны быть решены 
методами имитационного моделирования, 
можно сформулировать требования, предъяв-
ляемые к модели движения КМ: 

• модель должна отражать совместную ди-
намику корпуса и ходовой части; 

• в ней должен быть учтен неудерживающий 
характер связей, наложенных на автомобиль; 

• результатами моделирования должны быть 
силовые и кинематические параметры движе-
ния машины; 

• модель должна быть универсальной для 
различных конструктивных параметров КМ и 
дорожных условий; 

• для практической реализации математиче-
ской модели должны использоваться самые 
эффективные вычислительные методы. 

 
Рис. 1. Подвеска балансирной тележки КМ 
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При математическом описании динамики 
прямолинейного движения КМ принимаются 
следующие допущения: 

1) профиль трассы — недеформируемый ку-
сочно-линейный; 

2) система симметрична относительно про-
дольной оси, проходящей через центр тяжести 
корпуса машины; 

3) трение в шарнирах и подшипниках пре-
небрежимо мало; 

4) величина проекции скорости центра масс 
машины на горизонтальную ось постоянна; 

5) поперечные реакции дороги не влияют на 
колебание масс КМ; 

6) контакт шин с дорогой — точечный; 
7) углы наклона корпуса малы. 
Принятые допущения позволяют рассмат-

ривать движение машины в вертикальной 
плоскости, проходящей через центр тяжести 
корпуса КМ. 

Динамическая система «корпус — ходовая 
часть — дорога» в общем случае является нели-
нейной, поскольку упругодемпфирующие эле-
менты имеют нелинейные характеристики. Из-
вестно также, что при определенных режимах 
движения нередко возникают потери контакта 
одного или нескольких колес с опорной по-
верхностью (отрыв колес). 

При разработке математической модели не 
учитываются прочностные аспекты элементов 
систем, т. е. предполагается, что элементы не 
теряют работоспособность в ходе эксперимента 
и работают в пределах допустимых напряже-
ний. Это допущение логично, поскольку на 
данном этапе область незнания объекта весьма 
значительна и прочностные аспекты должны 
быть учтены на следующем этапе разработки 
конструкции на основе результатов, получен-
ных при оценке параметров объекта. 

Описание пространственного движения КМ. 
Движение корпуса автомобиля представляет 
собой общий случай движения твердого тела 
(рис. 2). На корпус автомобиля геометриче-
ские ограничения не накладываются, а мгно-
венное положение можно определить из ре-
шения дифференциальных уравнений дина-
мики корпуса машины. Известно, что в общем 
случае движения твердое тело имеет шесть 
степеней свободы. Поскольку рассматривается 
только прямолинейное движение и принято 
допущение 5, уравнения поступательного дви-
жения КМ вдоль осей Х и Y, а также вра-
щательного движения относительно верти-
кальной оси Z рассматриваться не будут. До-
пущение о малости углов наклона корпуса 
приводят в системе трех дифференциальных 
уравнений: поступательного движения отно-
сительно оси Z и двух вращательных относи-
тельно осей Х и Y: 
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где jiF  — сила в i-й подвеске j-го борта; jil — 
продольная координата относительно центра 
масс i-го узла подвески на j-м борту; ijB  — по-
перечная координата плоскости j-го борта от-
носительно центра масс КМ; пмm — масса кор-
пуса машины; YJ  и XJ  — моменты инерции 
корпуса машины поперечной и продольной 
осей, проходящих через центр масс; n — число 
колес одного борта. 

 
Рис. 2. Расчетная схема многоосной КМ 
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Сила в подвеске jiF  зависит от относитель-
ных прогиба ijh  и скорости прогиба dhij /dt под-
вески: 

   уп дп( ) ( ),ji ij ij ij ijF P h P h  

где уп ( )ij ijP h  и дп ( )ij ijP h  — силы в i-м упругом и 
демпфирующем элементах j-го борта. 
 
КМ с зависимой подвеской (мостовая схема  
c балансирными связями осей). Рассмотрим 
построение математической модели прямоли-
нейного движения КМ с зависимой подвеской 
на примере автомобиля с тремя мостами, при-
чем два задних моста соединены бортовым ме-
ханическим упругим балансиром (рис. 3). 

Дифференциальные уравнения колебаний 
подрессоренного корпуса имеют следующий 
вид: 
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где bL  — продольная координата оси баланси-
ра относительно центра масс корпуса; 1B  — 
рессорная колея. 

Для первого моста следует записать диффе-
ренциальные уравнения для вертикальных и 

угловых колебаний относительно оси ,mostX  
проходящей через центр масс моста и парал-
лельной продольной оси Х (рис. 4): 

 

 


    



     



2

к к ( 1) ( 1)2

к к 1 1
к к ( 1) ( 1)

;

,
2 2 2 2

most
most i ij i j ij i j

most i

most most ij i j ij i j

d zM F F F F
dt

M g

B B B BJ F F F F

 

где most iM  — масса моста; mostJ  — момент 
инерции моста относительно оси ;mostX  1B  и 

кB  — рессорная и колесная колея; кijF  — вер-
тикальная реакция в точке контакта i-го колеса 
j-го борта с опорным основанием. 

Выражения для прогиба и относительной 
скорости прогиба подвески можно записать в 
следующем виде: 

 
      

     
   

1 1
max 0

1 1
0

;
2 2

,
2 2

ji most most ji ji

ji most most ji

B Bh Z l h Z

B Bh Z l Z
 

где maxjih — максимальный прогиб подвески; 
0Z  — вертикальная координата центра масс 

корпуса; mostZ  — вертикальная координата 
центра масс моста. 

Прогиб кijh  и относительную скорость 
к /ijdh dt  прогиба шины колеса определяют по 

следующим формулам: 
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где к maxjih  — максимальный прогиб шины 
колеса; jiq  — вертикальная координата про-

 
Рис. 3. Расчетная схема трехосного автомобиля  

с задней зависимой подвеской 

 
Рис. 4. Расчетная схема колебаний моста КМ 
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филя опорного основания под i-м колесом j-го 
борта. 

Дифференциальные уравнения для второго 
и третьего мостов имеют следующий вид: 

 

 





 


    


   


     


  




2
к к ( 1) ( 1)2

1

1 1 к
к к ( 1)

к 1 1
( 1) 1

;

2 2 2

,
2 2 2

most
most i ij i j ij i j

bj b j most i

most most ij i j ij

i j bj b j

d zM F F F F
dt

F F M g

B B BJ F F F

B B BF F F

 

где  bjF  — упругодемпфирующая сила, дей-
ствующая на мост со стороны балансира. 

Эту силу определяют следующим образом: 
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где y ,b jM  дb jM  — упругий и демпфирующий 
моменты балансира; bl  — длина балансира; 
bj  и  bj  — угол и скорость угла закручи-
вания балансира соответственно; MC  и 

MK  — угловая жесткость и угловой коэффи-
циент демпфирования балансира соответ-
ственно. 

При этом для угла закручивания балансира и 
его скорости имеем следующие выражения: 
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Угловую жесткость определяют следующим 
образом [5]: 
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где Е = 2,1∙105 МПа — модуль упругости перво-
го рода; pn — число листов в пакете рессоры; 

,ph  pb  и pl  — толщина, ширина и длина пакета 
листов соответственно. 

Остальные параметры модели определяются 
так же, как и для одиночного моста. 

Для проверки работоспособности математи-
ческой модели была создана программа в про-
граммном комплексе MATLAB/SIMULINK мо-
делирования прямолинейного движения трех-
осной КМ с балансирной тележкой. Проведено 
моделирование движения машины по разбитой 
грунтовой дороге со скоростью 15 км/ч. В каче-
стве примера на рис. 5 приведены зависимости 
вертикальной координаты центра масс корпуса 
Z0 (а), угла продольного наклона корпуса φ (б) и 
угла закручивания балансира левого борта 
 1b  (в) от времени. 

 

 
Рис. 5. Зависимости координаты Z0 (а), углов φ (б) 

 и Δφb1 (в) от времени 
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Выводы 

1. Разработана математическая модель пря-
молинейного движения КМ с балансирной 
подвеской мостов, учитывающей угловую по-
датливость пакета металлорессор. 

2. Методами имитационного моделирования 
подтверждена работоспособность разработан-
ной математической модели. 
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