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Рассмотрен один из возможных количественных подходов к анализу кинематики ши-
роко распространенного в робототехнике механизма параллельной структуры, состо-
ящего из плоских вращательных пар. Каждая из трех параллельных ветвей механизма 
включает четыре тела и соединяет неподвижное основание с выходным звеном. Ме-
ханизм имеет 13 подвижных звеньев и 15 пар пятого класса, т. е. 136 – 155 = 3 степе-
ни свободы. Таким образом, 15 обобщенных координат, углов поворота одного звена 
относительно другого, связаны 12 уравнениями связи. Рассмотрен численный алго-
ритм решения уравнений связи, позволяющий по трем заданным углам найти осталь-
ные, а также координаты и угловое положение выходного звена. Этот алгоритм реа-
лизован в программе MATLAB. 
Ключевые слова: кинематика механизмов, параллельная структура, число степеней 
свободы, обобщенные координаты, уравнения связи, кватернион, MATLAB. 

The article describes one of the possible quantitative approaches to the analysis of kinemat-
ics of a parallel mechanism consisting of planar rotational pairs. The mechanism is wide-
spread in robotics. It comprises three parallel branches, each of which includes four rigid 
bodies and connects the stationary base with the output link. The mechanism has 13 mobile 
links and 15 pairs of the fifth class, that is, 136 – 155 = 3 degrees of freedom. Thus, 15 gen-
eralized coordinates, angles of rotation of one link relative to the other, are connected by  
12 coupling equations. A numerical algorithm for solving the coupling equations is deve-
loped. Using three pre-determined angles, this allows the authors to find the others angles, 
as well as the coordinates and angular position of the output link. The algorithm is imple-
mented using MATLAB software. 
Keywords: kinematics of mechanisms, parallel structure, number of degrees of freedom, 
generalized coordinates, coupling equation, quaternion, MATLAB. 

Теории машин и механизмов [1], в частности 
механизма параллельной структуры, посвящено 
большое количество работ [2–7]. В литературе 
широко обсуждаются численные методы анали-
за и моделирования механизмов параллельной 
структуры [8–10], одна из возможных реализа-
ций которых представлена в статье. 

Рассмотрим механизм, который состоит из  
n абсолютно твердых тел, соединенных между 
собой и с неподвижным основанием плоскими 
вращательными шарнирами. С каждым телом 
свяжем правую декартову систему координат 
oxyz. Начало координат расположим на оси 
вращения, вокруг которой последующее тело 
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вращается по отношению к предыдущему. Эту 
ось будем считать осью oz. Для первого тела 
предыдущим является неподвижное основание. 
Свяжем с неподвижным основанием систему 
координат OXYZ. Положение каждого тела 
определим относительно OXYZ путем задания 
начала координат 0 0 0( , , )o x y z  и тройки еди-
ничных векторов, образующих правую ортого-
нальную систему координат oxyz: 
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Вектор ze  является единичным вектором 
оси вращения. На каждом из тел, кроме по-
следнего, находятся две оси вращения. При 
вращении тела относительно первой оси вторая 
ось, связанная с соседним телом, перемещается 
соответствующим образом. 

Положение второй для данного тела систе-
мы координат определим проекциями на оси 
oxyz радиуса-вектора ,s  соединяющего начала 
системы координат смежных тел и единичных 
векторов второй системы, т. е. величинами: 
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Поворот вектора относительно оси зададим 
кватернионом вида 

 



  

cos ,
2

sin sin ( , , ),
2 2 x y z

Sp

Vp l l ll
  (1) 

где Sp — скалярная часть кватерниона; Vp — 
векторная часть кватерниона; — угол пово-
рота; l  — единичный вектор оси поворота. 

Задание поворота кватернионом (1) основа-
но на формуле преобразования координат век-
торов, представленных как кватернионы с ну-
левой скалярной частью, в результате поворота 
вокруг некоторой оси на некоторый угол: 

  1( ) (0) ,t p pr r  (2) 

где  (0) 0, (0) , (0) , (0)x y zr r r r  — преобразуе-
мый вектор;  ( ) 0, ( ) , ( ) , ( )x y zt t t tr r r r  — пре-
образованный вектор;   1 ( , )p Sp Vp  — ква-
тернион, обратный кватерниону p. 

Как известно, при умножении кватернионов 
их скалярные и векторные части получают по 
формулам: 
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Формула (2) относится к случаю, когда все 
векторы приведены к началу координат, нахо-
дящемуся на оси вращения. Если ось вращения 
не проходит через начало координат, формула 
преобразования радиуса-вектора ,R  соединя-
ющего произвольную точку с началом коорди-
нат, при повороте вокруг оси, не проходящей 
через начало, на угол   имеет вид  

     1( ) .p pR s R s  (3) 

Следует отметить, что в формуле (3) все век-
торы представлены как кватернионы с нулевой 
скалярной частью, а кватернион поворота 
представлен формулой (1). 

Воспользовавшись выражением (2), найдем, 
что в результате поворота начало подвижной 
системы координат, смежной с oxyz, и ее оси, а 
также оси самой системы координат примут 
значения: 
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Формулы (4) определяют соответствующие 
значения нового начала координат и направле-
ния осей системы координат относительно по-
движной системы координат oxyz. Для пересче-
та их в неподвижную систему воспользуемся 
формулами 
  0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , )X Y Z x y z  
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Формулы (4)–(6) служат основой для по-
строения рекуррентной процедуры, которая 
позволяет вычислить положение тел относи-
тельно неподвижной системы координат для 
заданной последовательности углов поворота 
звеньев   1 2, , ..., n  и параметров механизма 
(системы абсолютно твердых тел), характе-
ризующих взаимное положение осей враще-
ния и связанных с системой координат, т. е. 
для величин ( , , ),i i i

x y zs s s  11 12 13( , , ),i i il l l  21 22 23( , , ),i i il l l  
31 32 33( , , ),i i il l l   1, 2, ..., 1.i n  

Чтобы начать расчет, необходимо задать 
расположение системы координат oxyz, свя-
занной с первым телом относительно непо-
движной системы координат OXYZ, т. е. вели-
чины 0 0 0( , , ),x y z  0 0 0

11 12 13( , , ),e e e  0 0 0
21 22 23( , , ),e e e  

0 0 0
31 32 33( , , ).e e e  
Очевидно, что для последнего тела величи-

ны ( , , ),n n n
y zis s s  11 12 13( , , ),n n nl l l  21 22 23( , , ),n n nl l l  31 32 33( , , )n n nl l l  

не связаны с осью вращения, а описывают не-
кую систему координат, связанную с последним 
телом. 

В качестве примера рассмотрим одну из трех 
ветвей изображенного на рисунке механизма 
параллельной структуры с тремя соединитель-
ными кинематическими цепями. 

Каждая ветвь является рассмотренным ра-
нее механизмом, содержащим пять вращатель-
ных кинематических пар, шарниров. Первая и 
последняя оси параллельны между собой и 
перпендикулярны трем промежуточным осям, 
которые также параллельны между собой. Вве-
дем описанные выше параметры, определяю-
щие положение соответствующей системы ко-

ординат — второго звена относительно перво-
го, третьего относительно второго, четвертого 
относительно третьего и пятого (выходного 
звена) относительно четвертого: 
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С пятым (выходным звеном) свяжем трех-
гранник 
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Основной для указанного рекуррентного 
способа является функция, на вход которой 
подаются значения ( , , ),x y z  11 12 13( , , ),e e e  

21 22 23( , , ),e e e  31 32 33( , , ),e e e  характеризующие 
начальное положение поворачивающей на 
угол   относительно третьего координатного 
вектора  31 32 33( , , )e e ee  системы координат 
oxyz относительно неподвижной системы ко-
ординат, и значения ( , , ),x y zs s s  11 12 13( , , ),l l l  

21 22 23( , , ),l l l  31 32 33( , , ),l l l  характеризующие по-
ложение последующего тела относительно 
предыдущего. Вектор  31 32 33( , , )l l ll  является 
единичным вектором оси вращения последу-
ющего тела. 

 
Механизм параллельной структуры 
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Выходом функции являются новые значения 
( , , ),n n nx y z  11 12 13( , , ),n n ne e e  21 22 23( , , ),n n ne e e  31 32 33( , , ).n n ne e e  

Формулы (4)–(6) описывают совершаемые 
операции. Соответствующая функция была ре-
ализована в программе MATLAB как function 
[XYZ0 TXx0]=Preobr(xyz0,e0,s0,l0,fi0). 

Входными параметрами этой функции яв-
ляются: 

xyz0 — координаты точки, лежащей на оси 
вращения первого звена относительно непо-
движной системы координат OXYZ; 

e0 — матрица направляющих косинусов 
осей первого звена, ось oz является осью вра-
щения второго звена относительно первого; 

s0 — вектор, соединяющий начала соседних 
систем координат в проекциях на оси преды-
дущего; 

l0 — матрица направляющих косинусов по-
следующей системы координат относительно 
предыдущей; 

fi0 — угол поворота последующего звена от-
носительно предыдущего. 

Расчет всего механизма, состоящего из пяти 
последовательно соединенных плоскими шар-
нирами звеньев, заключается в нахождении ко-
ординат трехгранника, связанного с последним, 
пятым звеном, т. е. начала координат этого 
трехгранника и матрицы его направляющих 
косинусов относительно неподвижной системы 
координат OXYZ. В программе MATLAB расчет 
реализован в виде соответствующего цикла. На 
каждом шаге вводятся соответствующие коор-
динаты и параметры (направляющие косинусы) 
последующего звена относительно предыдуще-
го. На первом шаге вводятся координаты и 
матрица направляющих косинусов первого 
звена относительно неподвижного и координа-
ты и параметры (направляющие косинусы) 
второго звена относительно первого. Парамет-
ры включают и угол поворота. 

Описанный алгоритм использован для рас-
чета показанного на рисунке механизма. По-
следний состоит из трех проанализированных 
ранее механизмов, соединенных параллельно, и 
имеет 13 подвижных звеньев и 15 шарниров, 
т. е. пар пятого класса. Число степеней свободы 
механизма равно 136 – 155 = 3. Полагаем, что 
три составляющих пятизвенных механизма 
идентичны по конструкции и расположены 
один относительного другого под углом 120°. 
Поскольку число степеней свободы равно трем, 
можно задать значения любых трех из 15 углов 
и, пользуясь уравнениями связи, определить 

значения оставшихся 12 углов. В качестве урав-
нений связи используем то обстоятельство, что 
последним звеном в каждом из трех рассмот-
ренных механизмов является одно и то же аб-
солютно твердое тело. Таким образом, опреде-
лив для каждого механизма координаты и мат-
рицы направляющих косинусов последнего 
тела, являющегося в данном случае выходным 
звеном всего механизма, и приравняв их, полу-
чим необходимые 12 уравнений связи: шесть 
для координат и шесть для матриц, поскольку 
каждая матрица определяется тремя независи-
мыми параметрами, например углами Эйлера. 
Для решения описанных 12 уравнений связи 
используем функцию lsqnonlin.m. Эта функция 
находит неизвестные параметры путем мини-
мизации суммы квадратов отклонений функ-
ций, каждая из которых равна нулю в том слу-
чае, когда неизвестные параметры принимают 
требуемые значения.  

Описанный способ определения неизвест-
ных 12 углов при заданных параметрах меха-
низма и первых углов поворота для каждой из 
трех ветвей реализован в функции kinematics.m. 
Выходом данной функции являются неизвест-
ные углы поворота, а также координаты и мат-
рица направляющих косинусов выходного  
звена. 

Рассмотрим два частных случая. В первом 
случае значения первых трех углов равны нулю. 
На выходе, как и следовало ожидать, получаем 
нулевые значения остальных углов, координат 
начала выходного звена и единичную матрицу 
направляющих косинусов. 

Во втором случае первый угол первой ветви 
равен единице, первые углы остальных вет-
вей — нулю. В результате расчета получаем сле-
дующие значения углов: 

Angles = 
 1.0000  –0.0000 0.0000 0.0000 –0.6667 
 0 0.0000  –0.0000 0.0000 0.3333 
 0 –0.0000 0.0000 –0.0000 0.3333 

Координаты и матрица направляющих ко-
синусов принимают значения: 

xyz = 
1.0e-009 * 

0     0.7032      –0.4515 
e = 
  1.0000 0.0000 –0.0000 
  –0.0000 0.9450 0.3272 
  0.0000 –0.3272 0.9450 
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Выводы 

1. Разработана математическая модель ки-
нематики широко распространенного в робото-

технике механизма параллельной структуры, 
состоящего из плоских вращательных пар. 

2. Разработанная модель реализована в про-
грамме MATLAB. 
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