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Разработан метод расчета нелинейно-упругих характеристик композитов с конеч-
ными деформациями на основе асимптотической теории осреднения периодиче-
ских структур. Использованы универсальные представления определяющих соот-
ношений нелинейно-упругих сред с конечными деформациями, предложенные ав-
тором ранее. Получены аналитические решения локальных задач для слоистых 
композитов с конечными деформациями. Для численной реализации этих решений 
предложен метод вложенной оптимизации. Представлены примеры численного 
расчета диаграмм деформирования для слоистых композитов с конечными дефор-
мациями. 

Ключевые слова: слоистые композиты, нелинейно-упругие свойства, конечные де-
формации, тензор напряжений Пиолы — Кирхгофа, градиент деформации, универ-
сальные модели определяющих соотношений, метод асимптотического осреднения, 
локальные задачи, метод вложенной оптимизации, диаграммы деформирования. 

A method for calculating non-linear properties of composites with finite deformations is 
developed. The method is based on asymptotic homogenization of periodical structures. 
Universal representations of nonlinear-elastic constitutive relations for materials with finite 
deformations, earlier proposed by the author, are used in the calculations. Analytical solu-
tions to specific problems for layered composite materials with finite deformations are ob-
tained. A method of nested optimization is proposed for numerical realization of these solu-
tions. Examples of numerical calculations for stress-strain diagrams for layered composite 
materials with finite deformations are presented. 
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stress-strain diagrams. 
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В различных отраслях промышленности актив-
но применяют композиционные материалы на 
основе резиноподобных и эластомерных мат-
риц, армированных волокнами, дисперсными 
частицами или тканевыми наполнителями. Та-
кие композиты, как правило, обладают удачным 
сочетанием свойств: относительно высокой 
прочностью, обусловленной прочностью арми-
рующих волокон, и достаточно высокой пре-
дельной деформацией разрушения, обусловлен-
ной способностью резин и эластомеров дефор-
мироваться без разрушения в области больших 
деформаций. В связи с этим актуальной пробле-
мой является разработка методов расчета эф-
фективных нелинейно-упругих характеристик 
композитов в области конечных деформаций.  

В настоящее время существуют различные 
приближенные методы расчета характеристик 
композитов с конечными деформациями [1–4], 
основанные на системе различных допущений и 
гипотез. Достаточно хорошо развиты методы 
расчета эффективных характеристик композитов 
в области малых деформаций [5]. Наиболее эф-
фективным в настоящее время является, по-
видимому, метод асимптотического осреднения 
[6, 7], который обеспечивает высокую математи-
ческую точность расчета и в сочетании с методом 
конечного элемента [8–15] позволяет прогнози-
ровать широкий спектр различных физико-
механических и теплофизических характеристик 
композитов. Целью настоящего исследования 
является разработка асимптотической теории 
осреднения нелинейно-упругих композитов с 
начальной периодической структурой в области 
конечных деформаций. Для построения этой 
теории используются универсальные представ-
ления моделей нелинейно-упругих сред с конеч-
ными деформациями, предложенные в [16–19].  

 
Постановка задачи нелинейной упругости 

при конечных деформациях. Используя обо-
значения из общей теории конечных деформа-
ций, введем эйлеровы (декартовы) координаты 
материальной точки сплошной среды в отсчет-

ной 
0
K и актуальной K  конфигурациях: kx  и 

0
kx , а также лагранжевы координаты iX , кото-

рые будем полагать совпадающими с декарто-

выми координатами 
0

i iX x  в начальный мо-
мент времени. 

В лагранжевом описании [16] рассмотрим 
задачу нелинейной теории упругости для неод-

нородных сред с конечными деформациями 
[17–19]: 
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Здесь (1) — уравнения равновесия; (2) — опре-
деляющие соотношения нелинейно-упругой 
среды, которые записаны с использованием 
универсальных моделей определяющих соот-
ношений — так называемых моделей An; (3) — 
кинематическое соотношение; (4) — условия 
идеального контакта на поверхностях раздела 
0
  -й и -й компонент композита; (5) — гра-
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оператора; 
( )

0
n

ij  — тензор определяющих со-
отношений нелинейно-упругих компонент 
композита, который для моделей An упругих 
сред с конечными деформациями имеет слож-
ный неявно заданный вид [17,18] и зависит от 
компонент градиента деформаций k

lF  и ла-
гранжевых координат :iX  
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Здесь 
( )

( , )
n

np mC X  — упругий потенциал, раз-
личный для каждого компонента композита и 
поэтому зависящий явно от лагранжевых коор-

динат ;iX  
( )n

npC  — компоненты симметричного 
тензора энергетических деформаций [17, 18]; 
( )

0
n

ijsq  — компоненты тензоров энергетической 

эквивалентности [17, 18]; 
0

γ( )i k
lQ F  и ω( )j k

lQ F  — 
матрицы собственных векторов левого и право-
го тензоров искажений (являются неявными 
функциями только от );k

lF  0
γω γ(λ )E  — функ-

ции собственных значений γλ тензоров искаже-
ний. Собственные значения γλ  являются также 
функциями только от компонент тензора .k

lF  
Решение задачи (1)–(5) отыскивают относи-

тельно поля вектора перемещений ( ),k k iu u X  
после нахождения которого координаты про-
извольной точки композита вычисляют по 
формуле:  
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Асимптотическое решение задачи нелиней-
ной упругости для композитов с периодиче-
ской структурой. Рассмотрим случай, когда 
неоднородная среда в отсчетной конфигурации 

0
K  обладает периодической структурой и для 
нее можно выделить повторяющийся эле-

мент — ячейку периодичности (ЯП) 
0

,V   состо-

ящую из N компонентов 
0

, 1, ..., .V N    Такую 
среду будем называть композитом. Введем ма-
лый параметр κ / 1l L   как отношение харак-
терного размера l  ЯП к характерному размеру 
L  всего композита (размеры определены для 

отсчетной конфигурации 
0
K ), а также локаль-

ные i  лагранжевы координаты в 
0
K : 

    ;
κ

i
i X    .

i
i XX

L
  (7) 

Полагаем, что локальные координаты в ЯП 
изменяются в диапазоне 0,5 0,5.i     В силу 

периодичности структуры композита его плот-

ность 
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ρ  и тензор определяющих соотношений 
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ij (6) можно рассматривать как периодиче-

ские функции локальных координат: 
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Решение задачи (1)–(5) будем искать в виде 
периодической функции локальных лагранже-
вых координат ξ i  и зависящей от глобальных 
лагранжевых координат iX : 
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где ja  — произвольный целочисленный вектор.  
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лам дифференцирования сложной функции, 
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Решение задачи (1)–(5) для композита пери-
одической структуры ищем в виде асимптоти-
ческих разложений по малому параметру κ : 
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Подставляя (10) в (3) с учетом (9), находим 
асимптотическое разложение для тензора гра-
диента деформации: 
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Подставляя разложение (11) в (2) и исполь-
зуя формулу Тейлора, находим асимптотиче-
ские разложения определяющих соотношений 
и тензора Пиолы — Кирхгофа 
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После подстановки разложения (13) в (1) с 
учетом (7) получаем асимптотическое разложе-
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ние уравнений равновесия и граничных усло-
вий:  

 
0

(0) (0) (1)
| , |

1 ( ρ )
κ

ij ij ij j
i i iP P P f     

 (1) (2) 2
, |κ( ) κ ... 0;ij ij
i iP P     (15) 

 
0 0

(0) (1) 2[ ] κ [ ] κ ...0;ij ij
i in P n P   

(0) (1) 2[ ] κ[ ] κ ... 0,k ku u    
0

αβ ;iX    (16) 

 
0 0

(0) (1) 2κ κ ... ,ij ij j
i i en P n P t    

0
1;iX   

  (0) (1) 2κ κ ... ,k k i
eu u u    

0
2iX  .  (17) 

 
Формулировка локальных задач. Приравнивая 
в (15), (16) члены при одинаковых степенях κ  к 
нулю, получаем рекуррентную последователь-
ность κL  локальных задач нелинейной упруго-
сти. Задача 0L имеет следующий вид: 
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Условие (23) означает требование перио-
дичности неизвестных функций на границе ЯП: 
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Задача 0L  рассматривается относительно неиз-
вестных перемещений (1) .ku  Осредненный тен-
зор-градиент 
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рассматривается как «входные данные» локаль-
ной задачи 0L . 

Локальная задача 1L  имеет вид 
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решением этой системы являются перемещения 
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Формулировка осредненной задачи нелиней-
ной теории упругости для композита и осред-
ненные определяющие соотношения. Осред-
няя систему уравнений (19), (20), (26) с учетом 
периодичности функций (0)ijP  получаем осред-
ненную задачу нелинейной упругости для ком-
позита: 
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Здесь учтено, что осредненный градиент де-
формации k

lF   в силу периодичности 
функций (1)ku  совпадает с .klF  В задаче (30)–
(33) предполагается, что перемещение (1) ,ku  
являющееся решением задачи 0 ,L  может быть 
представлено как функция локальных коорди-
нат и «входных данных задачи» — осредненно-
го градиента.  

Подставляя это выражение в (31) и (32), по-
лучаем осредненные определяющие соотноше-
ния композита  
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Преобразование локальной задачи 0L . Реше-
ние задачи (18)–(23) ищем в виде сумм девяти 
функций: 
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где ( )( )k m
pqU   — некоторые новые неизвестные 

функции (псевдоперемещения); по иp q  в (36) 
суммирования нет. 

Подставляя (36), (37) в соотношения (20), 
(22) и (23), получаем, что 
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В силу нелинейности задачи (39)–(43) все шесть 
локальных задач pqL  являются связанными и 
решаются совместно. 

 
Слоистые композиты с конечными деформа-
циями. Рассмотрим в качестве примера слои-
стый композит, у которого ЯП представляет 
собой систему параллельных слоев, ортого-
нальных к направлению O  3( ),    границы 
раздела слоев обозначим как ;    
α 1, ..., 1.n   Тогда локальная задача (39)–(43) 
принимает вид: 
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Эта задача является нелинейной, одномер-
ной, в ней все функции зависят только от ,  
поэтому можно найти формальное решение 
этой задачи. 

Интегрируя уравнения равновесия (48), по-
лучаем, что напряжения 3 (0)jP  постоянны в ЯП: 

 3 (0) const,j jP C     (50) 

где jC  — постоянные интегрирования.  
Из уравнения (46) следует, что среди девяти 

компонент градиента деформаций (0)k
lF  от ко-

ординаты   зависят только три компоненты 
(0)

3 ,kF  а остальные шесть совпадают с компо-
нентами осредненного градиента:  
  (0) (1)

3 3 |3 ;k k kF F u   (0) ,k k
L LF F  1, 2.L   (51) 

Подставляя (51) в (50), получаем систему 
трех нелинейных алгебраических уравнений, 
которую можно рассматривать относительно 
трех компонент (0)

3
kF : 

  
( )

03 (0)
3( , , ).

n
j j k k

LC F F   (52) 
Формальное решение этой системы может быть 
представлено в виде  

  
( )

(0)
3 ( , , ).

n
jk k k

LF C F    (53) 
Подставляя в формулу (53) выражение (51), по-
лучаем систему трех обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений относительно 
перемещений (1) ,ku  которую легко интегрируем 
с учетом условия нормировки (48): 

 (1)
3

0,5
( , , )jk k k k

Lu C F d F



   

(n)
  

  
0,5

( , , ) .jk k
LC F d




    

(n)
    (54) 

После подстановки выражения (54) в условие 
периодичности (49) получаем следующее урав-
нение: 

  
( )

3( , , ξ ) ,
n

jk k m k
LC F F      (55) 

которое можно рассматривать как нелинейное 
алгебраическое уравнение относительно кон-
стант jC . Запишем формальное решение этого 
уравнения в виде 

  
( )

3( , ).
n

j j k k
LC F F   (56) 

Из (46), (54) и (56) находим соотношение между 
градиентом (0)k

lF  и осредненным градиентом 
:k

jF  

    
( ) ( )

(0)
3 33( ( ( , ), , ) )δ .

n n
k k k j k k k k

L L ll lF F F F F F   (57) 



#11 [668] 2015 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 73 

Подставляя выражение (57) в (45) и интегрируя 
его по ЯП, получаем эффективные определяю-
щие соотношения для слоистого композита: 

  
( )

0 ( )
n

ij ij k
mP F .   (58) 

Здесь обозначены средние напряжения и 
осредненная функция определяющих соотно-
шений: 
 (0)ij ijP P  ;  

 
( ) ( )

0 0( ) (
n n

ij k ij k
m lF F     

 
( ) ( )

3 33( ( ( , ), , ) ) δ , ) .
n n

k j k k k k
l l lF F F F        (59) 

Для численной реализации определяющих 
соотношений необходимо решить системы не-
линейных алгебраических уравнений (52) и 
(55). С этой целью был применен метод много-
мерной оптимизации, основанный на процеду-
ре покоординатного спуска.  

В качестве примера был рассмотрен случай, 
когда все слои композита соответствуют квад-
ратичной модели AV [17, 18] (полулинейная мо-
дель Джона). При этом определяющие соотно-
шения (6) всех слоев принимают вид 

  
( ) ( )

0
1 1 2( 2 ) ,

V V
ij is is j

sl I l C F     (60) 
где 1 2( ), ( )l l   — константы модели, различные 

для каждого слоя композита; 
( )

1 1( )
V

isI I C  — 
первый инвариант тензора деформаций Ко-

ши — Грина 
( )

,
V

i
kC  для которого выполняются 

соотношения [18] 

  
( ) 1 ( δ δ δ δ ).

2

V
is m l ij sk is

j k mlC F F    (61) 

Для модели материала AV были проведены 
численные расчеты согласно разработанному 
методу. С помощью описанного выше алгорит-
ма для отдельных слоев композита с двумя раз-

личными наборами упругих констант: 
слои 1 и 3: 

 1 2100 МПа; 50 МПа;l l   
слой 2: 

 1 220 МП ; 10 МПаl а l    
при соотношение слоев 1 3 0,3;h h   2 11 2h h  . 

Построены графики функций (58) для ком-
поненты осредненного тензора напряжений 
Пиолы — Кирхгофа 33P  в зависимости от ком-
поненты 33F осредненного градиента дефор-
маций (рис. 1, а). Остальные компоненты 
осредненного градиента задавали в соответ-
ствии с условиями одноосного деформирова-
ния: 11 22 1;F F   0,ijF   .i j  По боковым 
поверхностям 1 2( const)x x   композит сколь-
зит без изменения линейных размеров.  

Расчеты проводили для трех значений соот-
ношения слоев: 1) 1 3 0,3;h h   2) 1 0;h   
3) 1 0,5.h   Случаи 1 0h   и 1 0,5h   отвечают 
гомогенным материалам с характеристиками 
первого или второго слоя соответственно. 

На рис. 1, б показаны графики функций (59) 
для компоненты осредненного тензора напря-
жений Пиолы — Кирхгофа 13P  в зависимости 
от компоненты 13F осредненного градиента 
деформаций, которая изменялась в диапазоне 
от 0 до 0,5. Для остальных компонент осред-
ненного градиента принимали начальные зна-
чения: 11 22 33 1;F F F    0,ijF   .i j  Такие 
значения соответствуют условиям чистого 
сдвига [18, 19] слоистого композита в плоско-
сти 1 3.Ox x   

Графики функций (59) для двух нормальных 
компонент осредненного тензора напряжений 
Пиолы — Кирхгофа 33P  и 11P  в зависимости от 
компоненты 33F при одноосном деформиро-
вании показаны на рис. 2. На рис. 3 представле-
ны графики изменения компонент напряжений 
осредненного тензора напряжений Пиолы — 

 
Рис. 1. Диаграммы деформирования 3333( )P F  (а) и 1313( )P F  (б) для трехслойного композита при различных 

относительных толщинах первого слоя  
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Кирхгофа 1313( )P F , 1331( )P F , 1333( )P F  и 1311( )P F  
при чистом сдвиге слоистого композита с ЯП 
из трех слоев. Эффект наличия ненулевых нор-
мальных напряжений 1333( )P F  и 1311( )P F  при 
чистом сдвиге упругих сред с конечными де-
формациями хорошо известен [19]. До опреде-
ленного значения 13 0,18F   напряжение 11P  
меньше напряжения 33 ,P  а при 13 0,18F   соот-
ношение между ними изменяется. При возрас-
тании сдвиговой компоненты 13F  возрастает 

различие несимметрии компонент тензора 
напряжений Пиолы — Кирхгофа 13P  и 31.P  

Выводы 
1. Для нелинейно-упругих композитов с ко-

нечными деформациями и периодической 
структурой разработан метод асимптотичес-
кого осреднения по малому геометрическому 
параметру. Определяющие соотношения от-
дельных фаз композита выбраны в виде уни-
версальных моделей An нелинейно-упругих 
сред. Эти модели включают широкий класс раз-
личных определяющих соотношений для сред с 
конечными деформациями, в том числе многие 
соотношения для многих классических моде-
лей. Сформулированы локальные и осреднен-
ная задача нелинейной упругости, а также раз-
работан алгоритм нахождения эффективных 
определяющих соотношений для композици-
онного материала в целом.  

2. Для слоистых композиционных материа-
лов с конечными деформациями предложен 
численный алгоритм решения задачи на ячейке 
периодичности, основанный на процедуре 
вложенной оптимизации, которая применяется 
для решения систем нелинейных алгебраиче-
ских уравнений.  

Показано, что разработанный алгоритм 
позволяет рассчитывать эффективные диа-
граммы деформирования слоистых компози-
тов с конечными деформациями, связываю-
щие компоненты осредненных тензоров 
напряжений Пиолы — Кирхгофа и градиента 
деформаций. 
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