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Приведены результаты численного решения модельной задачи о двухосном растягива-
нии упругой тонкой пластины, в которой располагаются две ортогонально пересекаю-
щиеся сквозные трещины. Проведены исследования их совместного влияния на 
напряженно-деформированное состояние вблизи вершин. На основе разработанной 
параметрической конечно-элементной модели определены сингулярные (коэффициен-
ты интенсивности напряжений — КИН) и несингулярные (Т-напряжения) компоненты 
поля напряжений в окрестности вершины одной трещины при различных относитель-
ных размерах и положениях центров трещин, а также параметрах двухосности нагруже-
ния. Установлено существенное влияние указанных факторов на КИН и Т-напряжения. 
Полученные результаты показывают необходимость учета взаимного влияния пересе-
кающихся трещин при расчетах на сопротивление хрупкому разрушению. 
Ключевые слова: пересекающиеся трещины, коэффициенты интенсивности напря-
жений, Т-напряжения, коэффициент двухосности нагружения, метод конечных эле-
ментов. 

The results of numerical simulation of biaxial stretching of a thin elastic plate with two or-
thogonally crossing through cracks are presented in the article. Their mutual effect on the 
strain-stress state near the crack tips was investigated. Singular (stress intensity factors — 
SIFs) and non-singular (T-stress) components of the stress field in the vicinity of one of the 
cracks were determined at various relative sizes and positions of the centers of the cracks, as 
well as parameters of biaxial loading. The calculations were performed using a parametrical 
finite element model developed by the authors. It was found that the above-mentioned fac-
tors have a significate effect on SIFs and T-stresses. The results obtained show that the mu-
tual effect of crossing cracks should be taken into consideration when calculating resistance 
to brittle fracture. 
Keywords: crossing cracks, stress intensity factors, T-stresses, biaxial loading ratio, finite el-
ement method. 

В элементах конструкций современной техники 
часто возникают пересекающиеся трещины. В 
частности, в зоне сварного соединения аусте-
нитных трубопроводов и коллекторов Ду300 
обнаруживаются пересекающиеся трещины 
окружной и осевой ориентации. В работах, ос-

нованных на численном моделировании [1] и 
экспериментальных исследованиях [2], показа-
но незначительное взаимное влияние таких 
трещин, в частности проанализированы значе-
ния коэффициента интенсивности напряжений 
(КИН) и J-интеграла в условиях штатных 
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нагрузок с учетом остаточных напряжений в 
области сварного стыка. Однако не ясно, как 
изменятся результаты, если трещины будут 
располагаться друг относительно друга несим-
метрично, со смещением или наклоном. Кроме 
того, не изучен вопрос о совместном влиянии 
пересекающихся трещин на Т-напряжения, ко-
торые следует учитывать при использовании 
активно развивающихся в последние годы 
двухпараметрических критериев хрупкого раз-
рушения [3, 4]. 

Цель настоящей работы — изучение общих 
закономерностей влияния размеров и взаимных 
смещений центров пересекающихся трещин на 
значения КИН и Т-напряжений. Рассматрива-
лась модельная задача о растягиваемой в двух 

направлениях напряжениями sx и sy упругой пла-
стине бесконечных размеров, в центре которой 
вдоль осей пластины x и y располагаются две 
взаимно ортогональные сквозные трещины 
(рис. 1). Горизонтальную трещину, длиной 2l1, 
центр которой совпадает с центром пластины 
(точка O), считали основной (индекс 1), а вер-
тикальную, длиной 2l2, положение центра кото-
рой варьируется, — дополнительной (индекс 2). 
Взаимное расположение трещин характеризу-
ется отклонением в направлениях x и y геомет-
рических центров трещин e1 и e2. Вследствие 
явной равнозначности трещин и их вершин 
(при варьировании параметров l1, l2, e1, e2) зна-
чения КИН и Т-напряжений определяли лишь 
в правой вершине основной трещины (точка P). 
Представленная задача решена с помощью чис-
ленного моделирования в среде ANSYS и после-
дующей математической обработки результатов 
в среде MATLAB. 

 
Описание конечно-элементной модели пласти-
ны с пересекающимися трещинами. Для варьи-
рования ряда параметров задачи (l1, l2, e1, e2)  
в среде ANSYS была разработана параметриче-
ская конечно-элементная модель пластины с 
трещинами (рис. 2), оформленная в виде мак-
роса на языке APDL. Для построения модели 
использованы квадратичные плоские элементы 
треугольной и прямоугольной форм. Модели-
руемая пластина имеет конечные размеры, зна-
чительно превышающие размеры трещин.  
В модели можно выделить регулярную область с 
упорядоченной косоугольной сеткой элементов, 
область возмущений (рис. 2, а), включающую 
трещины, и область вокруг точки P (рис. 2, б), 
имеющую мелкую сетку и сингулярные элемен-

 
Рис. 1. Расчетная схема: бесконечная пластина  

с двумя ортогональными трещинами в условиях 
двухосного нагружения 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель пластины с двумя взаимно ортогональными трещинами:  

а — центральная часть; б — разбиение на конечные элементы в вершине основной трещины 
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ты непосредственно вокруг вершины. Размеры 
элементов, общее число которых 3 000–3 500, 
оптимизированы для каждой области с целью 
получить наилучшее соотношение «точность 
расчета — временны́е затраты на него». Пла-
стина выполнена из материала, имеющего сле-
дующие упругие характеристики: модуль упру-
гости первого рода E; коэффициент Пуассона 
 = 0,3. На границах пластины приложены од-
нородно распределенные растягивающие 
напряжения sx и sy. Конечно-элементная модель 
закреплена в точке P вдоль направлений x и y,  
а также в точке Q — вдоль направления y (см. 
рис. 1). Задача решена в условиях плоского 
напряженного состояния. 

 
Процедура расчета коэффициентов интен-
сивности напряжений и Т-напряжений. В 
общем случае поле упругих напряжений в 
окрестности вершины трещины смешанного 
типа (I + II) с учетом сингулярных членов (KI, 
KII) и первых несингулярных членов (Тxx, Тzz) 
разложения Вильямса может быть представле-
но в следующем виде [5]: 
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Здесь x, y, z; r, θ — оси локальных декартовых и 
полярных координат, связанных с вершиной 
трещины; σij — компоненты тензора напряже-
ний (i, j = x, y, z); KI, KII — КИН нормального 
отрыва и поперечного сдвига соответственно; 
Tij — Т-напряжения; εij — компоненты тензора 
деформаций. 

Значения KI, KII и Тxx для произвольного 
значения r можно найти по компонентам u, v 
вектора перемещений точек, расположенных на 
берегах трещины (θ = ±π) в малой окрестности 
ее вершины, следующим образом [6, 7]: 
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где коэффициент 3 4k v   — для случая плос-
кой деформации; (3 )/(1 )k v v    — для плоско-
го напряженного состояния; /[2(1 )]G E v   — 
модуль упругости второго рода. 

Таким образом, имея распределения KI(r), 
KII(r) и Тxx(r) для точек с координатами r > 0, 
можно экстраполировать эти данные в точку 
r = 0, чтобы получить значения KI, KII и Тxx в 
вершине трещины (это аналог метода линейной 
аппроксимации контура трещины [6]). Точки, в 
которых рассчитывают значения KI(r), KII(r) и 
Тxx(r), должны быть взяты на некотором удале-
нии от вершины трещины, чтобы исключить 
флуктуации данных, связанные с «корневой» 
особенностью и численной процедурой расчета 
в вершине трещины. Для расчета KI, KII следует 
использовать расчетные точки, расположенные 
как можно ближе к вершине трещины 

1 1( /50 /5),l r l   а для расчета Тxx — на большем 
удалении 1 1(0,3 0,5 ).l r l   Описанную проце-
дуру применяют для расчета KI, KII и Тxx в 
окрестности вершины трещины (точка P) 
сформулированной задачи о пластине с пересе-
кающимися трещинами. 

 
Оценка совместного влияния размеров тре-
щин и их расположения на коэффициенты 
интенсивности напряжений и Т-напряжения. 
Для получения общих результатов введем без-
размерные КИН и Т-напряжения и сопоставим 
значение КИН с решением задачи о трещине 
нормального отрыва, а Т-напряжения с внеш-
ней нагрузкой: 
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Кроме того, введем безразмерные геометриче-
ские величины: *
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Рассмотрим случай, когда геометрические 
центры трещин совпадают, т. е. * *

1 2 0.e e   На 
рис. 3 представлены графики, отражающие вза-
имосвязь между значениями *

I ,K  *
xxT  и *

2l  в 
условиях, когда ks = 1. Наблюдается следующая 
тенденция: при увеличении длины дополни-
тельной трещины значение KI в основной тре-
щине уменьшается, стремясь к решению задачи 
о краевой трещине (при *

2l  → ∞ берег вспомога-
тельной трещины представляет, по сути, сво-
бодную границу тела). Напряжение Тxx в основ-
ной трещине по абсолютной величине увеличи-
вается, но его значение остается отрицательным. 
Следует отметить, что в хрупких объектах от 
знака напряжения Тxx зависит устойчивость раз-
вития трещины [8], а в пластичных материалах 
также форма и размеры пластической зоны [9]. 
Учитывая это обстоятельство и принимая во 
внимание влияние на значение KI дополнитель-
ной, ортогональной, трещины, можно сделать 
вывод, что в случае двух пересекающихся (сим-
метричных) трещин их состояние более благо-
приятно, чем при наличии только одной трещи-
ны. Так, согласно рис. 3, для *

2l  = 1 значение KI 
на 13 % меньше, чем для *

2l  = 0. 
Следует отметить, что напряжение Тxx в ос-

новной трещине напрямую зависит от нагрузки 
sx и коэффициента двухосности ks. В трубопро-
воде, который можно рассматривать в качестве 
примера, от действия внутреннего давления 
возникают осевые и окружные напряжения, 
при этом в осевом направлении дополнительно 
будут действовать напряжения, обусловленные 
растяжением и изгибом трубопровода, поэтому 
значение ks в пределах объекта может суще-
ственно варьироваться. На рис. 4 приведены 
результаты расчетов при различных значениях 
коэффициента ks для пересекающихся трещин 
одинаковой длины *

2l  = 1 ( *
1e  = *

2e  = 0). Видно, 
что при пропорциональном увеличении значе-
ния ks пропорционально изменяются парамет-

ры KI и Тxx: первый уменьшается, второй увели-
чивается. 

Исследовав совместное влияние размеров 
трещин на КИН и Т-напряжение, далее для 
простоты анализа результатов примем *

2l  = 1,  
ks = 1. Рассмотрим случай, когда e2 = 0, а варьи-
рованию подвергается значение e1, что равно-
сильно смещению дополнительной трещины 
(ее центра) вдоль плоскости основной. При 
e1 < 0 ортогональная (дополнительная) трещина 
располагается ближе к вершине (точка P на 
рис. 1) основной трещины, в которой и произ-
водится расчет параметров KI и Тxx, а при e1 > 0 
она ближе к противоположной вершине (точ-
ка Q). На рис. 5 показано, как влияет на пара-
метры KI и Тxx величина e1. Отметим, что при 
приближении дополнительной трещины к точ-
ке P значения КИН и Т-напряжения уменьша-
ются, тогда как при приближении к точке Q 
они увеличиваются. Так, при изменении значе-
ния e1 в диапазоне [–0,5; 0,5] значение KI изме-
няется на 40 %, а Тxx — примерно на 50 %. 

Рассмотрим противоположный случай, ко-
гда e1 = 0, а величина e2 изменяется, т. е. середи-
на дополнительной трещины смещается пер-
пендикулярно плоскости основной трещины.  
В этом случае значение KI остается неизменным 
(рис. 6), тогда как значение KII увеличивается 

 
Рис. 3. Зависимость безразмерных параметров KI (1) 

и Тxx (2) в вершине основной трещины  
от относительной длины l2 ортогональной трещины 

 
Рис. 4. Зависимость безразмерных параметров KI (1) 

и Тxx (2) в вершине основной трещины  
от коэффициента двухосности нагружения ks 

 
Рис. 5. Зависимость безразмерных параметров KI (1) 
и Тxx (2) в вершине основной трещины от положе-

ния центра ортогональной трещины вдоль основной 
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пропорционально увеличению расстояния меж-
ду центрами трещин. Отметим, что во всех рас-
смотренных ранее случаях KII = 0. Для напряже-
ния Тxx наблюдается тенденция к увеличению 
значения. Изменение значений KII и Тxx при ва-
рьировании e2 в диапазоне [0; 0,5] составляет 
около 20 % (по сравнению с KI) и 34 % соответ-
ственно. Эти выводы справедливы для точек P 
и Q, поскольку функции, графики которых 
представлены на рис. 6, четные. 

Следует отметить, что результаты расчетов, 
полученные при варьировании значений e1 и e2 
(см. рис. 5, 6), позволяют проследить, не разде-
ляя трещины на основную и дополнительную, 
что происходит с КИН и Т-напряжениями в 
трещинах при их взаимном смещении друг 

относительно друга в двух взаимно ортого-
нальных направлениях. Результаты, представ-
ленные на рис. 5 и 6, могут быть интерпрети-
рованы по отношению к дополнительной тре-
щине (точка R на рис. 1), когда варьируются 
значения e2 и e1 соответственно. 

Выводы 
1. Проведенные исследования показали 

принципиальное отличие (с точки зрения син-
гулярных и несингулярных компонентов поля 
напряжений) напряженно-деформированного 
состояния в вершине одиночной трещины от 
аналогичного состояния, когда присутствуют 
две пересекающиеся трещины. При этом отно-
сительный размер трещин и их взаимное поло-
жение могут оказывать как отрицательное, так 
и положительное влияние на значения КИН и 
Т-напряжений.  

2. Полученные результаты показывают 
необходимость детального изучения напря-
женно-деформированного состояния в области 
пересечения трещин. Можно ожидать, что ха-
рактер влияния пространственных пересекаю-
щихся трещин, которые могут возникать в ре-
альных инженерных объектах, значительно 
сложнее, что требует анализа распределения 
КИН и Т-напряжений по фронтам трещин.  
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