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Построена математическая модель, описывающая взаимодействие элементов структуры 
композита с изотропной упругой средой, модули упругости которой подлежат определе-
нию как искомые характеристики композита. Методом самосогласования получена си-
стема матричных соотношений, устанавливающая нелинейную связь искомых модулей 
композита с объемной концентрацией включений, их упругими свойствами и упругими 
характеристиками матрицы. С использованием вариационного подхода для рассматрива-
емого композита установлены двусторонние границы возможных значений объемного 
модуля упругости и модуля сдвига. Представленные расчетные зависимости позволяют 
прогнозировать упругие характеристики композита, армированного изотропными пла-
стинчатыми включениями (в том числе в виде наноструктурных элементов). 
Ключевые слова: композит, изотропные пластинчатые включения, модуль упругости, 
метод самосогласования. 

This article presents a mathematical model that describes the interaction between the ele-
ments of the composite structure and the isotropic elastic medium. The moduli of elastisity 
of the medium are subject to determination as the required characteristics of the composite. 
Using the self-coordination method, a system of matrix ratios is obtained. It determines a 
non-linear connection between the required moduli of the composite and the volume con-
centration of inclusions, their elastic properties and elastic characteristics of the matrix. The 
variational approach is used to determine bilateral limits of possible values for the volume 
modulus of elastisity and shear modulus. The presented calculations can be used to predict 
elastic characteristics of a composite material reinforced by isotropic lamellar inclusions, in-
cluding those in the form of nanostructed elements. 
Keywords: composite, isotropic lamellar inclusions, modulus of elasticity, self-coordination 
method. 

——————— 
* Работа выполнена по грантам НШ-1432.2014.8 и МК-6573.2015.8 программ Президента РФ госу-

дарственной поддержки ведущих научных школ и молодых кандидатов наук, а также в рамках проекта 1712 
в сфере научной деятельности в части государственного задания № 2014/104 Минобрнауки РФ и 
государственного задания по проекту № 1.2640.2014. 



4 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #11 [668] 2015 

Композиты, армированные включениями раз-
личной формы, широко используют в качестве 
конструкционных материалов в машинострое-
нии. Области применения таких материалов в 
значительной степени зависят от комплекса их 
механических и теплофизических характери-
стик, среди которых важную роль играют упру-
гие свойства композита. Количественному ана-
лизу упругих свойств гетерогенных тел, к кото-
рым следует отнести композиты, посвящено 
значительное число работ, проанализирован-
ных, например, в [1–4]. Однако свойства ком-
позитов с включениями пластинчатой формы 
по сравнению со свойствами волокнистых ком-
позитов исследованы менее подробно. 

Включение можно считать пластинчатым, 
если его размер в одном из ортогональных 
направлений существенно меньше размеров в 
двух других направлениях. Природа возникно-
вения пластинчатых включений различна. 
Например, близкую к такой форме имеют неко-
торые включения новых фаз, образующихся 
при термической обработке поликристалличе-
ских материалов [5–7], которые в силу неодно-
родности их структуры тоже можно считать 
композиционными материалами. Для улучше-
ния технологических характеристик полимер-
ного связующего как составной части компози-
та используют мелкодисперсные наполнители 
различной формы, в частности формы пла-
стинчатой чешуйки [8, 9]. Это дает возмож-
ность получить экзотермический эффект в 
процессе отверждения связующего, уменьшить 
его усадку и улучшить механические, теплофи-
зические, электромагнитные и другие эксплуа-
тационные характеристики изготавливаемого 
композита. 

В последнее время в качестве включений для 
перспективных композитов рассматривают 
различные наноструктурные элементы [10], в 
том числе фрагменты графена [11–13]. Пла-
стинки графена обладают уникальными меха-
ническими и теплофизическими свойствами. 
Известны оценки продольного модуля упруго-
сти (модуля Юнга) графена в плоскости его 
пластинки: ~1 ТПа [14, 15]. 

Пластинчатое включение при близких раз-
мерах в двух направлениях в первом прибли-
жении можно представить в виде сильно 
сплюснутого сфероида (эллипсоида вращения) 
[16, 17]. Для достоверного прогноза ожидаемых 
упругих характеристик композитов, армиро-
ванных пластинчатыми включениями, необхо-

димо разработать математическую модель, учи-
тывающую влияние механического взаимодей-
ствия включений с окружающей их упругой 
средой. Такая модель может быть построена с 
использованием решения задачи о напряжен-
но-деформированном состоянии включения 
эллипсоидальной формы, помещенного в одно-
родную изотропную линейно-упругую среду 
[18].  

 
Математическая модель. Пусть композит со-
стоит из линейно-упругой изотропной матри-
цы c объемным модулем K   и модулем сдвига 
G  и линейно-упругих изотропных сферои-
дальных включений N  типоразмеров. Геомет-
рической характеристикой каждого типоразме-
ра с номером = 1, N  является отношение 

= /b b r    малой полуоси b  сфероида к его ра-
диусу .r  Заданные упругие характеристики 
включений типоразмера с номером   опреде-
ляют объемный модуль K 

  и модуль сдвига 
.G

  При объемной концентрации C  включе-
ний типоразмера с номером   объемная кон-
центрация всех включений  

 


=1

= .
N

VC C  (1) 

Представительный элемент структуры ком-
позита содержит множество сфероидальных 
включений, оси вращения которых равноверо-
ятно распределены по всем возможным 
направлениям. Это означает, что композит не 
обладает текстурой, и его допустимо считать 
изотропным [1]. Искомые упругие характери-
стики композита представим объемным моду-
лем K  и модулем сдвига .G  

Связь тензоров Ĉ  и Ŝ  коэффициентов со-
ответственно упругости и податливости компо-
зита с искомыми значениями модулей K  и G  
устанавливают равенства [19]  

 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= 3 2 , = .
3 2

K G
K G

 C V D S V D  (2) 

Здесь V̂  и D̂  — тензоры четвертого ранга, яв-
ляющиеся соответственно объемной и девиа-
торной составляющими единичного тензора 
четвертого ранга ˆ ˆ ˆ I V D  и имеющие компо-
ненты соответственно = /3,ijmn ij mnV    =ijmnD  

     = ( )/2 ,im jn in jm ijmnV  , , , =1, 2, 3,i j m n  где 
1ij   при i j  и 0ij   при i j  [1]. Из этих 

формул и равенства 3ii   (с учетом правила 
суммирования слагаемых по повторяющимся в 
сомножителях латинским индексам, использу-
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емого и в дальнейшем) следует, что ijmn mnklV V  
 ijklV  ( , 1, 2, 3),k l   ijmn mnkl ijklD D D  и 

0,ijmn mnklV D   т. е.  

 4
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , = , = ,  V V V D D D V D O  (3) 

где 4Ô  — тензор четвертого ранга с нулевыми 
компонентами, а каждая из точек между 
сомножителями в произведении тензоров 
означает свертывание по индексу, одинаковому 
в обоих сомножителях [20]. Тензоры V̂  и D̂  
являются изотропными, т. е. их компоненты не 
зависят от ориентации выбранной системы ко-
ординат. Связь тензоров ˆ 

C  и ˆ C  с заданными 
значениями модулей соответственно ,K 

  G
  

для включений и ,K   G  для матрицы компо-
зита определяют формулы, аналогичные пер-
вому равенству (2). 

Особенность эллипсоидального включения, 
помещенного в однородную изотропную ли-
нейно-упругую среду, заключается в том, что 
возникающее в нем возмущение напряженно-
деформированного состояния однородно по 
объему включения [18], т. е. не зависит от коор-
динат. Если на большом расстоянии от включе-
ния (по сравнению с его размерами) заданы 
компоненты ij  ( , =1, 2, 3)i j  тензора ε̂  дефор-
мации окружающей среды, то в сфероидальном 
включении типоразмера с номером   возник-
нет возмущение деформированного состояния, 
определяемое тензором [21]:  

   1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ= = ( ) ( ) ,     
          ε u ε С С С W С С ε  (4) 

где ˆ 
W  — тензор четвертого ранга, компонен-

ты которого зависят от выбора системы коор-
динат, параметра b  и коэффициента Пуассона 

= (3 /2 )/(3 )K G K G    окружающей среды с 
искомыми значениями модулей упругости K  и 

.G  
Возмущение деформированного состояния в 

частицах матрицы композита определяет соот-
ношение, аналогичное формуле (4):  
 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ= = ( ) ( ) .          ε u ε С С С W С С ε  (5) 

Если принять частицы матрицы шаровыми с 
переменным радиусом от некоторого конечно-
го до бесконечно малого, что позволяет запол-
нить все пустоты между сфероидальными 
включениями, то тензор ˆ W  в соотношении (5) 
будет изотропным, и его можно представить в 
виде [1]  

 1 15 1ˆ ˆ ˆ= 3 .
1 2 4 5

  
  

W V D  (6) 

Тензор ˆ 
W  является обратным так называ-

емому тензору Эшелби [22]. Если ось вращения 
сфероида совместить с координатной осью 3O  
прямоугольной декартовой системы координат 
с началом в центре включения, то тензору 
Эшелби можно поставить в соответствие квад-
ратную матрицу шестого порядка, которая име-
ет семь независимых элементов [18] (у элемен-
тов матрицы и у параметра b  опущен нижний 
индекс  ):  

11 22 11 1= = ,N N QD RD    
12 21 11 1= = / 3 ,N N QD RD    

33 33 3= ,N QD RD   13 23 31 1= = ,N N QD RD    
   31 32 13 3 66 11 1= = , = /3 ,N N QD RD N QD RD  

    2
44 55 13 1= = (1 ) /2 (1 )/2,N N Q b D R D  

где = (3/2)/(1 );Q   = (1/2 )/(1 );R    

1 2 2 1/2
0

2 3/2
2 3/2

= =
2 (1 ) ( )

/ 2 arccos (1 ) ;
(1 )

b duD
u b u

b b b b
b



 

    



 
3 1= 1 2 ;D D  

2
13 3 13 = ( )/(1 );D D D b    

2
31 13= ;D D b  11 134 =1 3 ;D D  

2
33 13=1/ 3 2 .D b D  

Остальные элементы этой матрицы равны 
нулю. 

Обращение тензора Эшелби можно заме-
нить обращением соответствующей матри-
цы ,N   представив ее как блочную, включаю-
щую четыре блока в виде матриц третьего по-
рядка. Из этих матриц две будут нулевыми, 
одна — диагональной с элементами 44 55=N N   и 

66N   и одна — в виде  

 
11 12 13

0 12 11 13

31 31 33

= .
N N N

N N N N
N N N

  

   

  

 
 
 
 
 

 

Матрица ,W  обратная матрице ,N   также 
будет блочной, ее структура аналогична струк-
туре матрицы .N   При этом элементы диаго-
нального блока 44 55 44= =1/W W N    и  66W  

 661/ ,N  а обращение блока с матрицей 0N   даст 
матрицу 0W   третьего порядка с элементами  

11 22 11 33 13 31 0= = ( )/ ,W W N N N N          

12 21 13 31 12 33 0= = ( )/ ,W W N N N N         

13 23 12 11 13 0= = ( ) / ,W W N N N         

31 32 12 11 31 0= = ( ) / ,W W N N N        
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 33 11 12 11 12 0= ( )( )/ ,W N N N N         

где 0  — определитель матрицы 
0 ,N   

 
     

   

    

 

0 0 11 12 11 33

13 31 12 33

det( ) ( )(

2 ).

N N N N N

N N N N
 

Отметим, что обращение тензоров в соот-
ношениях (4) и (5) также целесообразно прове-
сти в матричном виде после перехода в этих 
соотношениях к матричной записи. 

Таким образом, тензорные соотношения (4) 
и (5) являются составной частью математиче-
ской модели, которая описывает механическое 
взаимодействие включений и частиц матрицы с 
однородной изотропной линейно-упругой сре-
дой, имеющей искомые модули упругости рас-
сматриваемого композита. Значения этих мо-
дулей можно найти, используя метод самосо-
гласования [23].  

 
Метод самосогласования. Существо метода 
самосогласования заключается в осреднении по 
представительному объему композита возму-
щений деформированного состояния в части-
цах матрицы и включениях и в приравнивании 
нулю полученного результата. Поскольку тен-
зор ε̂  задает однородное деформированное со-
стояние в окружающей среде на большом уда-
лении от рассматриваемых частиц матрицы и 
включений, конкретное представление этого 
тензора не повлияет на нулевой результат 
осреднения. Поэтому достаточно ограничиться 
осреднением лишь входящих в соотношения (4) 
и (5) тензоров ˆ u  и ˆ ,u  представив результат 
этой процедуры в виде условия  

 4
=1

ˆˆ ˆ(1 ) = ,
N

VC C 
 


 u u O  (7) 

где угловые скобки означают процедуру осред-
нения. 

При хаотической ориентации включений 
процесс осреднения тензоров û  и ˆ u  четвер-
того ранга эквивалентен приравниванию нулю 
двух линейных инвариантов их линейной ком-
бинации, входящей в условие (7). Тензор чет-
вертого ранга имеет два линейных инварианта. 
Для тензоров V̂  и D̂  с учетом формул (3) эти 
инварианты имеют вид 3,iimmV   = 1,imimV  

= 0iimmD  и = 5,imimD  а инварианты тензоров 
С̂  и Ŝ  c компонентами соответственно ijmnC  и 

,ijmnS  согласно формулам (2) и (3), можно пред-
ставить в виде  

ˆ ˆ = = 9 ,iimmC KС V   
ˆ ˆ = /3 = 10 ,imim iimmC C G С D  

ˆ ˆ = = 1/ ,iimmS KS V   
ˆ ˆ = /3 = 5/(2 ).imim iimmS S G S D  

Таким образом, линейные инварианты тен-
зора четвертого ранга являются внутренними 
произведениями этого тензора и тензоров V̂  и 
D̂  соответственно при свертывании по всем 
четырем индексам [1]. Тогда условие (7) экви-
валентно системе двух нелинейных уравнений  

 
=1

=1

ˆˆ ˆ(1 ) = 0;

ˆˆ ˆ(1 ) = 0,

N
V

N
V

C C

C C


 




 



 
   

 

 
   

 





u u V

u u D





 (8) 

решение которой позволяет найти значения 
объемного модуля K  и модуля сдвига G  рас-
сматриваемого композита. При переходе от 
тензоров четвертого ранга к соответствующим 
матрицам шестого порядка левые части урав-
нений системы (8) перейдут в матричные соот-
ношения, устанавливающие нелинейную связь 
искомых модулей упругости с объемной кон-
центрацией включений, их упругими свойства-
ми и модулями упругости матрицы.  
 
Построение двусторонних оценок. Сравни-
тельно простой подход, дающий возможность 
получить оценки упругих свойств композита с 
изотропными включениями любой формы, свя-
зан с применением соотношений теории смесей 
[24], что позволяет для оценок модулей упруго-
сти записать  

 





=1

=1

= = 1 ;

= = 1 ,

N
V

N
V

KK C C K
K

GG C C G
G


  




  



 

 









 (9) 

где = /K K K
 

  и = / .G G G
 

   
Такие же оценки можно получить осредне-

нием напряжений в неоднородной линейно-
упругой изотропной среде, используя выдви-
нутое В. Фойгтом в 1910 г. предположение об 
однородности ее деформированного состоя-
ния. 

Модули упругости характеризуют жесткост-
ные свойства материала, а свойства упругой 
податливости материала определяют величины, 
обратные этим модулям. Тогда для оценок ха-
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рактеристик упругой податливости в рамках 
моделей теории смесей получим [14]  

 




=1

=1

1 = = 1 ,

1 = =1 .

N
V

N
V

CK C
K KK

CG C
G GG
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Идентичные оценки следуют из выдвинутого 
А. Рейссом в 1929 г. предположения об однород-
ности напряженного состояния неоднородной 
среды, если провести осреднение деформации, 
считая среду изотропной и линейно-упругой. 

Нижние индексы «  » и «  » в формулах (9) 
и (10) указывают на то, что справедливы нера-
венства  K K   и   .G G   То, что эти фор-
мулы определяют двусторонние границы воз-
можных значений модулей упругости, можно 
показать, используя вариационный подход к 
построению оценок [25]. С этой целью введем 
для рассматриваемого композита тензоры ˆ

С  и 
ˆ
S  эффективных коэффициентов соответст-

венно упругости и податливости, связывающие 
равенствами  

 * * * *
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ= , =        σ С ε ε S σ  (11) 

осредненные по представительному объему V  
истинные распределения напряжений и де-
формации  

   * *
1ˆ ˆ= ( ) ( ),

V

M dV M
V

σ σ  

   * *
1ˆ ˆ= ( ) ( ).

V

M dV M
V

ε ε  

Истинные распределения * *ˆ ˆи   σ ε  опре-
деляются соответственно тензорами *σ̂  и *ˆ ,ε  
компоненты которых зависят от положения 
точки M V  в представительном объеме ком-
позита. Из условия равенства потенциальной 
энергии деформации в однородной изотропной 
среде с упругими свойствами, описываемыми 
тензорами ˆ

С  и ˆ ,S  и в композите с истинными 
распределениями напряжений и деформации с 
учетом равенств (11) следует  

       * * * *
1ˆ ˆˆ ˆ ˆ=

2 2 V

V dVε С ε σ ε  

     * *
ˆˆ ˆ= .

2
V σ S σ  (12) 

При отсутствии объемных сил и задании на 
поверхности S  области V  кинематических 

граничных условий функционал Лагранжа на 
истинном распределении перемещений в за-
мкнутой области V V S   достигает мини-
мального значения, совпадающего со средней 
частью цепочки равенств (12). Этот функцио-
нал допустимо рассматривать на непрерывных 
и кусочно-дифференцируемых по простран-
ственным координатам распределениях пере-
мещений, удовлетворяющих кинематическим 
граничным условиям. Тогда при допустимом 
однородном деформированном состоянии, 
определяемом тензором 0 *ˆ ˆ ,  ε ε  с учетом ра-
венств (11) и (12) можно записать  

      0 * 0 * *
1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2V V

M dV M dVε С ε σ ε  

  0 0
ˆˆ ˆ= ,

2
V ε С ε  (13) 

где *
ˆ ( )MС  — тензор коэффициентов упруго-

сти, компоненты которого в зависимости от 
положения точки M V  описывают упругие 
характеристики включений или матрицы ком-
позита. 

Соотношения (13) после замены процедуры 
осреднения тензоров четвертого ранга вычис-
лением их линейных инвариантов позволяют 
записать неравенства  

 
* 4 *

*

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) , ( ) 0,

ˆ ˆˆ ( ) 0.
V V

V

dV dV

dV

 



    

  

 



С С O V С С

D С С
 

Из второго и третьего неравенств с учетом 
первой формулы (2) и равенств (3) после инте-
грирования получим  /K K K  

  и  G  
 

 / ,G G  где K  и G  — эффективные значения 
модулей упругости композита, входящих в 
формулы вида (2) для тензоров ˆ

С  и ˆ .S  Таким 
образом, значения K  и ,G  определяемые 
формулами (9), действительно являются верх-
ними оценками соответственно для эффектив-
ных значений K  и .G  

Если на поверхности S  заданы силовые гра-
ничные условия, то на истинном распределении 
напряжений в замкнутой области V V S   
функционал Кастилиано достигает максималь-
ного значения, совпадающего с взятой с обрат-
ным знаком средней частью цепочки равенств 
(12). Этот функционал допустимо рассматривать 
на статически возможных распределениях 
напряжений. При допустимом однородном 
напряженном состоянии, определяемом тензо-
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ром 0 *ˆ ˆ ,  σ σ  с учетом равенств (11) и (12) за-
пишем [25]  

 0 * 0 * *
1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 2V V

M dV M dV       σ S σ σ ε  

  0 0
ˆˆ ˆ ,

2
V

   σ S σ  (14) 

где *
ˆ ( )MS  — тензор коэффициентов податли-

вости, компоненты которого в зависимости от 
положения точки M V  описывают упругие 
характеристики включений или матрицы ком-
позита. 

Из соотношения (14) после замены процеду-
ры осреднения тензоров четвертого ранга вы-
числением их линейных инвариантов прихо-
дим к неравенствам  

 
* 4 *

*

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) , ( ) 0,

ˆ ˆˆ ( ) 0.
V V

V

dV dV

dV
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Из второго и третьего неравенств с учетом 
второй формулы (2) и равенств (3) после инте-
грирования получим 1/ /K K K  

  и 
1/ / .G G G  

  Следовательно, значения K  и 
G , определяемые формулами (10), действи-
тельно являются нижними оценками соответ-
ственно для эффективных значений K  и .G   

 
Результаты расчетов. В первом приближении 
оценку влияния формы пластинчатых вклю-
чений на упругие характеристики рассматри-
ваемого композита можно получить, построив 
зависимости от параметра b  коэффициентов 

,D  которые входят в соотношения для эле-
ментов матрицы ,N   соответствующей тензо-

ру Эшелби. Из графиков этих зависимостей, 
представленных на рис. 1 в полулогарифмиче-
ских координатах, видно, что влияние удлине-
ния на значения указанных коэффициентов 
пренебрежимо мало при < 0,01.b  Значения 
коэффициентов 1D  и 3D  при 1b   стремятся 
к 1/3, 13D  и 31D  — к 1/15, а 11D  и 33D  — к 1/5. 
При 0b   значения коэффициентов 1,D  31D  
и 11D  стремятся к нулю, 13D  и 33D  — к 1/3,  
а коэффициента 3D  — к 1. 

При количественном анализе совместного 
влияния объемной концентрации включений и 
других определяющих параметров на упругие 
свойства композита ограничимся случаем ком-
позита с единственным типоразмером включе-
ний, определяемым значением ,b  объемная 
концентрация которых соответствует значению 

.VC  Чтобы расширить область представления 
результатов расчетов, используем следующие 
формулы (9) и (10) для верхних и нижних оце-
нок объемного модуля и модуля сдвига комо-
позита: 

= (1 ) ;V VK C K C K 
    

1/ = (1 )/ / ;V VK C K C K 
    

= (1 ) ,V VG C G C G
    

1/ = (1 )/ / .V VG C G C G
    

Тогда при нормировании вычисляемых зна-
чений объемного модуля K  композита по зна-
чению K  в виде отношения = /K K K  об-
ласть графического представления результатов 
расчетов этого модуля будет ограничена в по-
ложительном единичном квадранте с коорди-
натами VC  и K  сверху ординатой = 1,K  а сни-
зу — кривой, построенной по формуле  

 



= KK

K
 

 
          

 

1= .
1 ( / 1) 1 ( / 1)V VC K K C K K

 

Аналогичным образом будет ограничена в 
единичном квадранте с координатами VC  и 

= /G G G  область графического представления 
вычисляемых значений модуля сдвига G  рас-
сматриваемого композита. При этом нижняя 
граница этой области определена зависимостью  

 1= = .
1 ( / 1) 1 ( / 1)V V

GG
G C G G C G G


            
 

  
Рис. 1. Зависимости коэффициентов, определяющих 

компоненты тензора Эшелби, от параметра b  
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В случае / = /K K G G    области представле-
ния результатов расчетов обоих модулей совпа-
дают. Для рассматриваемого композита система 
(8) двух нелинейных уравнений, решение кото-
рой определяет значения K  и ,G  принимает 
вид  

 
ˆˆ ˆ(1 ) = 0,

ˆˆ ˆ(1 ) = 0.

V V

V V

C C

C C





    

    

u u V

u u D




 

На рис. 2, а представлены графики зависи-
мостей K  (сплошные кривые) и G  (штриховые 
кривые) от VC  при фиксированных значениях 

/ = 20,K K   / = 10G K   и / = 0,5.G K   Совпа-
дающие нижние границы представления вы-
числяемых значений обоих модулей отмечены 
штрихпунктирной линией. Для каждого модуля 
расчеты проведены при = 0,01b  (кривые с 
ромбами) и = 0,1b  (кривые с галочкой). Кри-
вые со светлыми кружками соответствуют пре-
дельному случаю шаровых включений. Видно, 
что изменение параметра b  мало влияет на 
значения модулей упругости композита при 
формальном условии 1VC   и практически 
исчезает при < 0,1.VC  Переход от шаровых 
включений к включениям с параметром = 0,1b  
приводит примерно к такому же изменению 
значений модулей, как и при изменении этого 
параметра в промежутке 0,01...0,10.  

На рис. 2, б приведены результаты расчетов 
при фиксированных значениях / = 200,K K   

/ = 100G K   и прежнем значении / = 0,5.G K   
Эти значения соответствуют тенденциям в 
применении более высокопрочных и высоко-
модульных включений в качестве армирующих 
элементов композитов. Из сравнения результа-
тов расчетов, представленных на рис. 2, а, б, 
следует, что при < 0,3VC  с увеличением разли-
чия упругих характеристик включений и мат-
рицы происходит существенное приближение 
значений модулей упругости композита к ниж-
ней границе области возможных значений этих 
модулей.  

Выводы 
Построение математической модели взаи-

модействия пластинчатых включений и частиц 
матрицы со средой, упругие свойства которой 
соответствуют искомым модулям упругости 
композита, позволило оценить влияние формы 
включений и их упругих характеристик на зна-
чения искомых модулей. Установлено, что при 
малой объемной концентрации VC  включений 
это влияние несущественно, но и с увеличением 

VC  различие модулей упругости композита при 
изменении формы пластинчатых включений в 
промежутке значений = 0,01 1,00b   мало по 

 
Рис. 2. Зависимости безразмерных модулей упругости композита от объемной концентрации включений 

в случае / = 20,K K   / =10G K   и / = 0,5G K   (а) и / = 200,K K   / =100,G K   / = 0,5G K   (б)  
при 0,01b   ( ), 0,1 ( ) и 1 ( ) 
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сравнению c абсолютными значениями этих 
модулей. Все результаты проведенных расчетов 
расположены в области параметров, ограни-
ченной построенными двусторонними оценка-

ми модулей упругости рассматриваемого ком-
позита, армированного пластинчатыми вклю-
чениями.  
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