
#10 [667] 2015 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 5 

Расчет и конструирование машин
 
УДК 531.8/534 

Теоретическое и экспериментальное исследование 
колебаний с возбуждением через упругий элемент 

В.В. Дубинин, В.В. Витушкин 
МГТУ им. Н.Э. Баумана, 105005, Москва, Российская Федерация, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1  

Theoretical and Experimental Research  
of Oscillations with Excitation by an Elastic Element 

V.V. Dubinin, V.V. Vitushkin 
BMSTU, 105005, Moscow, Russian Federation, 2nd Baumanskaya St., Bldg. 5, Block 1 

e-mail: fn3@bmstu.ru 

 
Представлен метод исследования колебаний механической системы с возмущением 
через упругий элемент с использованием разработанного автоматизированного лабо-
раторного комплекса. Приведены описания комплекса, конструкции входящей в его 
состав электромеханической установки, в которой моделируется процесс возбужде-
ния колебаний, а также теоретических основ ее работы, методики проведения иссле-
дований колебаний и построения расчетных и экспериментальных амплитудно-
частотных и фазочастотных характеристик. Показано, что комплекс можно использо-
вать при моделировании работы узлов реальных промышленных объектов, даны ре-
комендации по его применению при таком моделировании. 
Ключевые слова: механические системы, кинематическое возмущение, упругое звено, 
колебания систем, частотные характеристики, лабораторная установка, моделирова-
ние колебаний. 

The method of research of mechanical system oscillations with excitation by an elastic ele-
ment using the developed automated laboratory complex is presented. The article describes 
the complex, the design of its electromechanical unit where the oscillation excitation is sim-
ulated, and the theoretical basis of the electromechanical unit operation. It also presents the 
methodology of the oscillation research and plotting the calculated and experimental ampli-
tude-frequency (AFC) and phase-frequency (PFC) characteristics. It is shown that the pre-
sent complex can be used when modelling the operation of units of real industrial facilities, 
and recommendations for such application are given. 
Keywords: mechanical systems, kinematic excitation, elastic link, system oscillations, fre-
quency characteristics, laboratory unit, modeling of oscillations. 

Современные информационные технологии 
позволяют осуществлять математическое мо-
делирование физических процессов в реаль-
ных промышленных объектах в соединении с 
физическим экспериментом. Для решения та-

ких задач на кафедре теоретической механики 
МГТУ им. Н.Э. Баумана разработан ряд авто-
матизированных лабораторных комплексов 
для исследования механических систем раз-
личного типа [1–5]. Каждый исследователь-
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ский комплекс включает в себя физическую 
(механическую) установку, программный ком-
плекс управления ее работой, приборы кон-
троля работы установки, ЭВМ и необходимые 
технические устройства записи и обработки 
данных. Такой комплекс позволяет не только 
математически проанализировать физическое 
явление, но и проверить в эксперименте ре-
альность проведенного моделирования. 

В статье изложены результаты работы по со-
зданию автоматизированного лабораторного 
комплекса для исследования вынужденных ко-
лебаний механических систем с одной степенью 
свободы, в которых возбуждение колебаний 
происходит в результате внешнего воздействия 
на них через упругое звено (рис. 1). Его можно 
использовать при моделировании работы узлов 
реальных промышленных объектов, поскольку 
во многих промышленных агрегатах встреча-

ются узлы (или несколько соединений узлов), 
которые при их динамическом моделировании 
работают аналогично тому, как работает физи-
ческая установка данного комплекса. Комплекс 
обеспечивает проведение исследований основ-
ных параметров колебательных процессов, по-
лучение амплитудно-частотных (АЧХ) и фазо-
частотных (ФЧХ) характеристик вынужденных 
колебаний на основе современной методологии 
проведения и обработки результатов физиче-
ского эксперимента в отличие от известных  
работ, в которых применяется чисто математи-
ческое моделирование колебаний механических 
систем [6–9]. Он также способствует интенси-
фикации и повышению качества подготовки 
студентов по дисциплине «Теория колебаний» 
фундаментального цикла и введен на кафедре 
теоретической механики в учебный процесс по 
курсу теории колебаний. 

Программное обеспечение комплекса вы-
полнено в двух вариантах: в среде системы 
LabVIEW 7.0 в виде виртуальных приборов, на 
экран которых выводятся экспериментальные 
данные и теоретические зависимости, а также 
в оригинальном исполнении, разработанном 
на кафедре теоретической механики МГТУ 
им. Н.Э. Баумана. 

Электромеханическая установка данного 
комплекса (рис. 2)приводится в движение элек-
тродвигателем 5, закрепленным на неподвиж-
ном основании 6. Вращение вала электродвига-
теля через муфту 7 и червячный редуктор 8  
передается кривошипу 9 с регулируемым экс-
центриситетом. Кривошип этого механизма че-
рез тягу 4 соединен с рычагом 1, который уста-
новлен на неподвижной горизонтальной оси 13 

 
Рис. 1. Общий вид автоматизированного  

лабораторного комплекса: 
1 — монитор; 2 — электромеханическая установка;  

3 — блок управления 

 
Рис. 2. Конструктивная (а) и расчетная (б) схемы электромеханической установки: 

1 — рычаг; 2 — вал; 3 — пружина; 4 — тяга; 5 — электродвигатель; 6 — основание; 7 — муфта; 8 — редуктор;  
9 — кривошип; 10 — датчик; 11 — тормоз (демпфер); 12 — диск; 13 — ось 
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и может совершать вокруг этой оси вращатель-
но-колебательные движения по закону, близко-
му к синусоидальному. Соосно с рычагом на по-
движном валу 2 закреплен твердый диск 12. Ры-
чаг снабжен кронштейном, в котором жестко 
зафиксирован внешний конец спиральной пру-
жины 3. Внутренний конец этой пружины за-
креплен на валу твердого диска. Наличие кине-
матической связи между рычагом и валом через 
упругий элемент — спиральную пружину — 
обеспечивает передачу диску возмущающего 
воздействия, формируемого кривошипно-ры-
чажным механизмом. Угловые отклонения ры-
чага и диска могут быть измерены с помощью 
потенциометрических датчиков 10, связанных с 
рычагом и валом через зубчатые колеса. На ос-
новании 6 установлен также электромагнитный 
тормоз (демпфер) 11, выполненный в виде двух 
электромагнитов, закрепленных с противопо-
ложных сторон диска 12 с зазором относитель-
но него. При подаче напряжения на обмотки 
электромагнитов создается магнитное поле, в 
котором перемещается металлический диск и 
происходит его электродинамическое торможе-
ние. Возникающий при этом момент торможе-
ния практически пропорционален угловой ско-
рости поворота диска. Величину момента тор-
можения можно регулировать изменением тока 
электромагнитов. Наличие демпфера в установ-
ке позволяет имитировать действие сил линей-
ного вязкого трения в дополнение к имеющимся 
механическим силам сопротивления, т. е. регу-
лировать значение коэффициента вязкого со-
противления. Питание датчиков, а также управ-
ление двигателем и демпфером осуществляются 
с помощью блока управления 3 (см. рис. 1). 

Исследование колебательного процесса про-
водят, сравнивая экспериментальные и теоре-
тические данные. Экспериментальные данные 
отображаются на дисплее в виде совокупности 
точек, соответствующих оценкам параметров 
каждого периода вынужденных колебаний при 
изменении частоты возмущения. Амплитуду и 
фазу колебаний вычисляют на основе анализа 
сигналов, снимаемых с датчиков 10 рычага 1 и 
диска 2 (см. рис. 2), т. е. сигналов возмущения и 
вынужденных колебаний диска. Запись сигна-
лов и их обработку, получение параметров вы-
нужденных колебаний диска (частоты, ампли-
туды и фазы) проводят с помощью аппаратно-
программного комплекса ПЭВМ. 

Рассмотрим линеаризованную математиче-
скую модель процесса вынужденных колебаний 

диска. Расчетная схема установки представлена 
на рис. 2, б. 

Вынужденные колебания диска вызваны ки-
нематическим возмущением в  конца пружи-
ны ,O  соединенного с рычагом кривошипно-
рычажного механизма. Это возмущение пере-
дается концу пружины от электродвигателя 
установки. Второй конец пружины соединен с 
диском в точке O, и при отклонении рычага на 
угол в  диск поворачивается на угол φ от 
нейтрального положения. При этом на него бу-
дут действовать момент сил упругой деформа-
ции пружины  в( )с  и суммарный момент 
сил сопротивления (включая момент сопротив-
ление демпфера),  ;  здесь с — коэффициент 
жесткости пружины; μ — коэффициент сопро-
тивления системы. 

Дифференциальное уравнение вынужден-
ных колебаний диска (уравнение вращения 
диска вокруг неподвижной оси OZ) запишем в 
виде 

          в ,O ZJ с   

или 

         022 sin( ),
OZ

сn K pt
J

 (1) 

где JOZ — момент инерции относительно оси 
OZ;     в 0 sin( )pt  — угловое возмущение 
конца спиральной пружины; p — частота вы-
нужденных колебаний системы, равная частоте 
возмущающего воздействия (частоте возмуще-
ния); t — время;  — начальная фаза вынуж-
денных колебаний; n — обобщенный коэффи-
циент сопротивления системы; K — круговая 
частота свободных (собственных) колебаний 
системы без учета сопротивления; при этом 
   2 / ;OZn J    2 / .OZK c J  

Решение уравнения (1) для вынужденных 
колебаний ищем в виде 
      sin( ),a pt  

где а — амплитуда вынужденных колебаний 
системы,  

 
   

0
2 2 2 2 2 2 2 2 2

;
( ) 4 (1 ) /

ha
K p n p z z Q

  

 / 2Q K n  — добротность системы; z = p/K — 
коэффициент расстройки; — отставание ко-
лебаний по фазе. 

Дифференцируя это уравнение и подставляя 
производные   и   в (1), получаем 
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         

           

2

2 2
0

sin( )  2 сos( )

sin( ) sin[( ) ],

a p pt na p pt

K a pt K pt
 

где  
         

          

2 2
0 0sin[( ) ]

[sin( )cos cos( )sin ],

K pt K

pt pt
 

откуда  

   2 2( ) cosε;a K p h   2 sinε;npa h    2
0 .h K  

Пусть a = a (a — максимальное угловое от-
клонение диска при его вынужденных колеба-
ниях). Введем нормирование a:    0/a  — 
коэффициент динамичности, тогда для  по-
лучим 

   
 2 2 2 2

1 .
(1 ) /z z Q

 (2) 

Кроме того, имеем  

  
2 2

2tg ,np
K p

 

или  

   
 2
/arc tg ,

1
z Q

z
 (3) 

где    в в.к  — разность фаз между фазой 
возмущения в и фазой вынужденных колеба-
нийв.к.  

Отсюда, если в=pt +то в.к = pt + 
Уравнения (2) и (3) определяют соответ-

ственно АЧХ и ФЧХ механической системы 
(рис. 3). 

При p = 0 имеем a|p=0 2/ .h K  Если a = a, то 
a|p=0     2 2 2

0 0/ / ,h K K K  поэтому коэффи-
циент динамичности здесь  

 
 

    
0 0 0

.a a

p p

a
a a

  

В данном случае при p = 0 имеем  = 1, так как 
при p = 0 a = 0. 

При увеличении частоты возмущения от ну-
ля АЧХ изменяется от значения, равного еди-
нице, до максимального значения max, достига-
емого в области резонанса при zmax < 1, а затем 
уменьшается до нуля при частотах, стремящих-
ся к бесконечности. При этом чем больше зна-
чение n, тем меньше max (на рис. 3 n1 > n2 > n3). 
В этом же диапазоне частот ФЧХ монотонно 
изменяются от нуля до   в этом же диапазоне 
частот, принимая при резонансе значение, рав-
ное /2. 

Резонанс в системе (диск с пружиной и 
демпфером) наступает при z = 1 (p = K). Тогда 
из формулы (2) следует, что рез = Q, или pез = 
= (a)pез/ = K/(2n), откуда (a)pез =  K/(2n), 
или (a)pез = h/(2nK), так как h/K 2. Однако 
наибольшее значение (a)max (или max) достига-
ется при  2 2 1/2

max ( 2 ) :p K n  

      2 2
1max

1
;    ,

2a
h K K n

nK
  

или  

      
    

2
0 0

max рез
1 1 1

    .
2 2a a

K K K K
nK n K K

 

Поскольку K > K1, то (a)max > (a)рез, или max >  
> рез (см. рис. 3). 

Рассмотрим теоретические основы проведе-
ния экспериментов. 

Сначала необходимо определить характери-
стики K и n системы. Для этого следует произ-
вести запись ее свободных колебаний (рис. 4).  

По этому графику можно найти условный 
период затухающих колебаний системы с од-
ной степенью свободы T1, а затем вычислить 
круговую частоту затухающих колебаний K1 = 
= 2/Т1 и определить обобщенный коэффици-
ент сопротивления   1/ ,n T  где   — лога-
рифмический декремент колебаний, значение 
которого определяют замерами обобщенных 
координат qi и qi+1 по графику свободных ко-
лебаний (рис. 4, б): 

  


   1
1

ln .i

i

q nT
q

 

 
Рис. 3. Вид теоретических АЧХ и ФЧХ механической 

системы:  
1 — n1; 2 — n2; 3 — n3 
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Далее определяют частоту собственных ко-
лебаний  2 2 1/2

1( ) ,K K n  добротность системы 
 / 2Q K n  и по формулам (2) и (3) строят рас-

четные кривые z и     z . 
Экспериментальные данные можно норми-

ровать по амплитудному значению возмуще-
ния . Тогда, задавая различные частоты вы-
нужденных колебаний pi и замеряя  ia  = ai 
иi, можно получить множество точек, поло-
жения которых соответствует эксперимен-
тальным зависимостям э эzэ. Значения  
устанавливают в экспериментах на основе 
конструктивных параметров приводного ме-
ханизма. Значения    0/ ,ii a     в в.кi  
при определенных значениях  /i iz p K  нано-
сят на график экспериментальной частотной 
характеристики в виде точек. Такой порядок 
работы можно повторить при ином коэффи-
циенте сопротивления n (и соответственно 
при иной добротности Q системы), изменив 
его с помощью демпфера. 

После окончания измерений свободных ко-
лебаний включают электродвигатель привода и 
регистрируют вынужденные колебания диска с 
одновременной их обработкой и отображени-
ем. Следует отметить, что после каждого изме-
нения частоты возмущения и соответственно 
частоты вынужденных колебаний в уравнение 
движения диска добавляется составляющая 
свободных затухающих колебаний и полное 
уравнение движения принимает вид 

        1e sin( ) sin( ),ntA K t a pt  

где  2 2 1/2
1 2( )A С С  — условная амплитуда сво-

бодных колебаний; С1 и С2 — произвольные 
постоянные, определяемые соотношениями 

     1 0 sinС a ;  

           
2 0 0

1

1 ( sin cos )С n a n p
K

, 

где Φ0 и  0  — начальные отклонение от поло-
жения равновесия и угловая скорость диска в 
момент изменения частоты возмущения. 

Если воспользоваться результатами опреде-
ления n по свободным колебаниям, то можно 
найти постоянную времени затухания колеба-
ний  0 1/n  и время переходного процесса 
   03 3/ .t n  В частности, по записи свобод-

ных колебаний при n = 0,504 и Q = 8,266 время 
переходного процесса примерно равно 5,95 с. 
На рис. 5 в качестве примера приведена запись 
вынужденных колебаний с переходным про-
цессом при добротности системы Q = 7,5 и ко-
эффициенте расстройки z = 0,885. В этом случае 
режим установившихся вынужденных колеба-
ний наступает по истечении примерно 3,4 с. 

 
Рис. 5. Пример записи переходного процесса 

 вынужденных колебаний 

 
Рис. 4. Типичный вид графика свободных колебаний механической системы при наличии сопротивления: 
а — пример записи на экране виртуального прибора в системе LabVIEW 7.0; б — схема записи свободных колебаний 

 (А — амплитуда; T — период) 
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Время переходного процесса в силу меньшей 
добротности существенно меньше. Именно с 
момента времени после изменения частоты вы-
нуждающего воздействия, равного или больше-
го времени переходного процесса, должны ре-
гистрироваться параметры движения диска. 

После установления колебаний начинается 
процедура оценивания амплитуды и фазы вы-
нужденных колебаний (точнее, отношения ам-
плитуд и разности фаз возмущения и вынуж-
денных колебаний). Для каждого периода коле-
баний результаты этих оценок откладывают на 
графиках в виде точек на фоне теоретических 
кривых. 

В качестве примера на рис. 6 показан вари-
ант построения АЧХ и ФЧХ (в системе Lab-
VIEW 7.0). Расчетные зависимости для  и , 
построенные по формулам (2) и (3), на рис. 6 
показаны сплошными тонкими линиями. При-
веденные на рис. 6 данные показывают, что 
экспериментальные точки достаточно хорошо 
совпадают с расчетными зависимостями. Это 
подтверждает допустимость использования ли-
нейной математической модели для описания 
вынужденных колебаний диска. Максимальные 
относительные отклонения экспериментальных 
данных от теоретических зависимостей (по 
АЧХ) не превышают 10 %. 

Представленный автоматизированный ла-
бораторный комплекс может применяться при 
моделировании промышленных объектов. Ни-
же приведено несколько простых математиче-
ских моделей и схем, к которым можно упро-
щенно свести работу некоторых реальных объ-
ектов, поскольку во многих промышленных 
агрегатах встречаются узлы (или соединения 
узлов), которые работают при их динамическом 
моделировании аналогично созданной автора-
ми установке. 

Дифференциальное уравнение вынужден-
ного движения механической системы с  
одной степенью свободы в общем случае имеет 
вид 

       22 sin( ),q nq K q h pt  

где q и ,q  q  — обобщенная координата систе-
мы ее производные по времени.  

Его решение содержит две составляющие: 
 1 2 ,q q q  где 1q  — общее решение однород-

ного уравнения при условии K n , 
    1 1e sinntq A K t  

( — фаза свободных колебаний); q2 — частное 
решение дифференциального уравнения, 
      2 sin( ),q a pt  

 
Рис. 6. Пример построения АЧХ и ФЧХ при Q = 7,567 
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  
 2 2 2 2 2

.
( ) 4

ha
K p n p

 

Общее решение неоднородного уравнения 
запишем в виде 

       1e sin( ) sin( ),ntq A K t a pt   

где  2 2 1/2
1 ( ) ,K K n  и получим соотношение 

для обобщенной скорости: 

        
   

 1 1 1e sin( ) e cos( )

cos( ).

nt ntq A n K t K K t

ap pt
 

Из начальных условий получим 

    0 sin sin( );q A a  

          0 1( sin cos ) cos( ).q A n K ap  

Введем новые постоянные: 

     1 2sin ;   cos ;C A C A      ,  

тогда 

   0 1sin ;q a C       0 1 1 2cos ,q ap nC K C  

откуда 

   1 0 sinC q a ; 

  
      

    





2 0 0
1

0 0

1 1

1[ cos ( sin )]

( cos sin ).

C q ap n q a
K

q nq a p n
K K

 

Величины A  и   определяются формулами 
     2 2

1 21 2 ;   tg / .A C C C C  

Общее решение неоднородного уравнения, 
описывающее вынужденное движение механи-
ческой системы, имеет вид 

         1 1 2 1e cos sin sin( ),ntq C K t C K t a pt  

или 

 

      
 

         
 

0 0
0 1 1

1

1 1
1

e cos sin e

sin cos ( cos sin )sin

sin ( ).

nt ntq nqq q K t K t
K

aa K t p n K t
K

a pt

 

Первые два слагаемых в этом решении от-
ражают колебательное движение системы,  
которое совершается с частотой 1K , причем 
первое из них определяется начальными усло-
виями задачи, а второе — параметрами обоб-

щенной возмущающей силы и, естественно, па-
раметрами механической системы. Движения, 
описываемые первыми двумя слагаемыми, 
называют свободными движениями (собствен-
ными колебаниями), а движение, описываемое 
третьим членом, — вынужденными колебани-
ями. В условиях наших экспериментов обоб-
щенная координата  1 2q q q  интерпретирует-
ся как    1 2  при условии  1 1,q   2 2 .q  

Если начальные условия задачи нулевые, то 
первый член в общем решении отсутствует. 
Максимальное (амплитудное) значение колеба-
ний, описываемых вторым членом, можно рас-
считать, зная параметры механической системы 
и параметры возмущения 1( , , , ).n K p  Во вто-
ром члене присутствует множитель e ,nt  кото-
рый стремится к нулю при .t  Это означает, 
что с течением времени собственные колебания, 
вызванные возмущением системы, затухают. 

Приведем несколько простых математиче-
ских моделей и схем, к которым можно упро-
щенно свести работу некоторых реальных объ-
ектов. 

Пусть в установке преобладают тела, совер-
шающие поступательное движение, тогда мож-
но предложить следующую модель работы 
установки в качестве модели колебаний меха-
нической системы с одной степенью свободы с 
кинематическим возмущением через упругий 
элемент. В этом случае возможны два варианта 
возмущения (рис. 7). 

Для схемы на рис. 7, а дифференциальное 
уравнение движения тела массой m имеет вид 

           ст .mx mg c x s x  

Но в статическом состоянии   ст 0,mg c  и 
тогда 
          0 sin ,mx x cx cs cs pt   

или  
         22 sin .x nx K x h pt  

Заданная масса m в общем случае — приведен-
ная масса. При поступательном движении всех 
тел в системе — это просто сумма масс тел си-
стемы.  

На рис. 7, б представлена более сложная мо-
дель реальной системы, где отдельно учитывает-
ся упругость двух связей. В этом случае коэффи-
циенты жесткости связей c  и 1c  должны быть 
известны, т. е. перед сборкой агрегата необходи-
мо их определить. На рисунке эти связи изобра-
жены в виде двух линейных пружин. 
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В этом случае уравнение движения тела мас-
сы m записывают следующим образом: 
            ст 1 .mx mg c x c x s x  

При равновесии  0s  и   ст 0.mg c  Массой 
упругих связей здесь пренебрегают. 

Окончательно получают 

             1 1 1 0 sin ,mx x c c x c s c s pt   

или  

         22 sin ,x nx K x h pt  

где     2
1 1 02 / ;   / ;   / .n m K c c m h c s m  

В этом уравнении используется некоторая 
приведенная жесткость  1.c c  Возмущение ки-
нематического типа здесь испытывает лишь 
связь с коэффициентом жесткости 1.c  Чтобы 
поставить реальную модельную задачу, необ-
ходимо определить возможные реальные воз-
мущения   0 sin( ),s s pt  т. е. найти 0s  и .p  

В работе была поставлена задача создать мо-
дель для системы с одной степенью свободы, 
считая параметры сосредоточенными. В соот-
ветствии с этим математическая модель по-
строена в рамках теории колебаний систем с 
сосредоточенными параметрами. 

Модель другого типа может быть получена 
для случая, когда главное звено агрегата совер-
шает вращательное движение (рис. 8). 

Дифференциальное уравнение движения те-
ла массой m имеет вид 

  
  

       

 ( )

1 2 2sin cos ( sin ) cos ,

e
Oz z

B

J L

mgl v l c l s l
 

или 

  
          

    

 2 2
1 2

2 0 2

cos cos sin

cos cos sin( ).

OzJ l cl mgl

csl cs l pt
 

Вообще говоря, полученное уравнение не-
линейное. При малых углах отклонения  по-
лучают линейное дифференциальное уравнение 

             2 2
0 21 2 sin( ),OzJ l cl mgl cs l pt  

или 

        22 sin ,n K h pt  

где  

   22 / ;ozn l J   2 2
2( )/ ;ozK cl mgl J   0 2 / .ozh cs l J  

Здесь все параметры, кроме   (или n), могут 
быть определены заранее. 

Возможна модель системы с плоским дви-
жением, показанная на рис. 9. 

 

 
Рис. 7. Вариант возмущения (а, б) модели колебаний 
системы с поступательными движениями звеньев: 

   2
02 / ;   / ;   / ;n m K с m h cs m  μ — коэффициент  

сопротивления демпфера; c — коэффициент жесткости 
упругой связи, которая представлена на схеме линейной 

пружиной; ст  — статическая деформация упругой связи; 
s — перемещение конца пружины (кинематическое  

возмущение через упругий элемент) 

 

 
Рис. 8. Схема модели с вращательным движением 

звена агрегата: 
      1 2 1 ,  ,  ,  ,  B BOA l OB l OD l v l R v   

 
Рис. 9. Модель системы, совершающей  

плоское движение 
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Тело T  — однородный цилиндр массой m 
совершает плоское движение, его кинетическая 
энергия 

    
2 2

23 ,
2 2 4

CzC
C

mV JT mV   

так как    ,  .C CxV r V x  
Обобщенная сила 

         
    




x
x x c s x x

Q x c s x
x

. 

Здесь сила упругости F  направлена по оси x  
(пружина растянута). 

Уравнение Лагранжа второго рода имеет вид 

     3 ( ),
2

Mx x c s x   

или  

        22 sinx nx K x h pt , 

где    2
02 2 / 3 ;   2 / 3 ;   2 / 3 .n M K c M h cs M  

В этой схеме тоже все параметры, кроме ,  
могут быть определены до сборки агрегата. 

Приведем пример более сложной модели аг-
регата (рис. 10). 

На схеме изображена часть редуктора. Две 
шестерни и зубчатая рейка находятся в зацеп-
лении. Упругая связь представлена пружиной с 
коэффициентом жесткости с . В схеме пред-
ставлены три демпфера (коэффициентами со-
противления   1 2, , ). 

Составим уравнения движения этой меха-
нической системы. 

Кинетическая энергия  

     
2 2 2

1 21 2 ,
2 2 2

J J MVT  

где             1 1 1 1 2 1 1 2 2;  ;  ;  z zV r V r R , 
следовательно, 

  
 

    
 

2 2 2
1

22 2 2
1 1

.
2 2

V J r AVT J M
r r R

 

Запишем уравнение для определения обоб-
щенной силы: 

            


  1 1 1 2 2 2( ) ,x
x x c s x xQ

x
 

где          1 1 1 1 2 1;   ( / ) .x r s r R r r x  
Учитывая последние соотношения, получим 

  

      

         
 

 



2
2

1 2 2 2
1 1

2
1 2

02 2 2
1 1

( )

sin( ).

x
x xrQ x c s x
r r R

rx cx cs pt
r r R

 

Введем обозначение: об  — обобщенный 
коэффициент сопротивления в системе, 

       
2

1 2
об 2 2 2

1 1
.r

r r R
 

При этом дифференциальное уравнение дви-
жения системы примет вид 
  обAx x cx cs       

или  
      22 sin( ),x nx K x h pt  

где    2
об 02 / ;  / ;  / .n A K c A h cs A  

В реальной модели агрегата необходимо при 
изготовлении определить параметры системы: 
массу, моменты инерции, коэффициенты упру-
гости связей. При работе установки (агрегата) 
необходимо установить возможные возмуще-
ния s. Коэффициент об  можно получить на 

 
Рис. 10. Модель механизма редуктора 



14 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #10 [667] 2015 

основе экспериментов со свободными колеба-
ниями. Установив указанные параметры, мож-
но найти движение рейки по координате x.  
Если это затухающие колебания, то на основа-
нии этих данных несложно определить пара-
метры 1, ,K K n  и рассчитать добротность си-
стемы  /2 .Q K n  Реальную установку обычно 
не подвергают полным испытаниям, поэтому 
добротность модели подбирают равной доб-
ротности системы, т. е. м нQ Q  (индексы «м», 
«н» означают «модель», «натура»), и проводят 
испытания на модельной установке так, как 
описано выше. 

Таким образом, при испытаниях реальных 
установок в рамках предложенной методики 
(для систем с сосредоточенными параметрами) 
рекомендуется такая последовательность дей-
ствий. 

1. Создать физическую (механическую) схе-
му агрегата в рамках теории систем с сосредо-
точенными параметрами. 

2. Определить математическую модель агре-
гата в пределах идеи динамики систем с сосре-
доточенными параметрами (определить метод 
решения задачи — нами выбраны системы с 
одной степенью свободы). 

3. Определить до сборки необходимые мас-
совые, упругие характеристики системы, внеш-
ние возмущения, возможные при работе агре-
гата (здесь рассмотрено возмущение агрегата в 
пределах кинематического возмущения через 
упругий элемент). 

4. Если возможно, определить характери-
стики системы ( , )K n  в соответствии с изло-
женным методом. 

5. Провести испытания на реальной уста-
новке (если это возможно). При невозможно-
сти таких испытаний построение АЧХ и ФЧХ 
реальной или модельной системы проводят на 
модельной установке. 

6. Развивая предложенную методику работы 
с реальными агрегатами, можно учесть различ-
ного рода нелинейности, которые существуют в 
системе (наиболее существенные, дающие но-
вые эффекты). 

7. Вводить управление в систему: а) для уче-
та воздействий на данный агрегат других агре-
гатов установки; б) для управления явлениями, 
возникающими при работе установки. 

При учете эффектов, указанных в п. 6 и 7, в 
дифференциальные уравнения добавляют но-
вые члены и для новых уравнений подбирают 
специальные методы решения и исследования. 

Возможны различные варианты исследова-
ния работы реальных установок с помощью 
модельных установок. Например, из зависимо-
сти   ( , )f z Q  следует, что если  const,Q  т. е. 

м н ,Q Q  то кривые   ( )z  совпадают в моде-
ли и натуре. Этот факт можно использовать 
следующим образом. 

Путем проведения соответствующих заме-
ров масс и жесткостей в реальной установке 
можно определить частоту ее собственных ко-
лебаний K . Допустим, что удалось провести 
единичный эксперимент на реальной установке 
при определенном значении 1z  и найти 1.  На 
модельной установке (или по модельным рас-
четам) подбирают кривую   ( )z  с фиксиро-
ванными на ней значениями 1 1, .z  По этой 
кривой определяют мQ  и н .Q  Затем при из-
вестной собственной частоте колебаний уста-
новки находят обобщенный коэффициент со-
противления реальной установки  н/(2 ).n K Q  

Если, например, в рассмотренной выше за-
даче для части редуктора необходимо более по-
дробно учесть сопротивление в системе, то  
в первом приближении можно определить зна-
чения   1 2, ,  для случая их раздельной ра-
боты или совместной работы попарно. 

Выводы 
1. Представленный в работе автоматизиро-

ванный лабораторный комплекс позволяет мо-
делировать процессы колебаний реальных 
промышленных объектов или их отдельных 
агрегатов и таким образом существенно упро-
стить и удешевить исследования. 

2. Предложенная методика испытаний мо-
жет быть рекомендована к использованию в 
научных исследованиях колебаний сложных 
механических систем. 

3. Применение данного комплекса в учебном 
процессе в высших учебных заведениях при 
изучении дисциплин «Теоретическая механи-
ка» и «Теория колебаний» способствует более 
глубокому их освоению будущими специали-
стами. 
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