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Исследуются мобильные роботы, состоящие из корпуса, энергетической установки, 
трансмиссии и движителей, в качестве которых используются либо колеса с пневма-
тическими шинами, либо гусеницы, с подрессоренными катками. Получены зависи-
мости, определяющие пространственное положение мобильного робота как транс-
портного средства при его движении по пересеченной местности, а также выражения 
для значений положения центра масс, углов тангажа и крена в состоянии покоя. С 
учетом индивидуальных дорожных условий для каждого колеса четырехколесного 
транспортного средства сформирована динамическая модель продольного движения, 
представляющая собой дифференциальное уравнение первого порядка. Определена 
зависимость для расчета текущего угла курса при продольном движении и маневрах 
мобильного робота Показано, что разгонная характеристика транспортного средства 
зависит от передаточного числа коробки передач.  
Ключевые слова: транспортное средство, мобильный робот, моделирование, про-
дольное движение, пересеченная местность, положение равновесия, дифференциаль-
ное уравнение, динамическая модель. 

The study determines the relationships that define a spatial attitude of a mobile robot (vehi-
cle) when moving over cross-country terrain. Taking into account individual road condi-
tions for each wheel of a four-wheel vehicle, a dynamic model of longitudinal travel is creat-
ed and represented as a first-order differential equation. It is shown that the acceleration ca-
pability of the vehicle depends on the transmission ratio.  
Keywords: vehicle, mobile robot, modelling, longitudinal travel, cross-country terrain, equi-
librium, differential equation, dynamic model. 

Мобильные роботы, работающие на открытой 
местности, в настоящее время широко исполь-
зуются в различных областях человеческой дея-
тельности, в частности в антитеррористиче- 
ских операциях (роботы-саперы), при ликвида-
ции последствий техногенных аварий и  
катастроф, в военном деле и т. п. Типовой мо-

бильный робот представляет собой транспорт-
ное средство (ТС), состоящее из корпуса, энер-
гетической установки, трансмиссии и движите-
лей, в качестве которых используются либо  
колеса с пневматическими шинами, либо гусе-
ницы с подрессоренными катками, что обеспе-
чивает эффективное передвижение ТС по пере-



36 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #8 [665] 2015 

сеченной местности [1–3]. Одним из этапов 
проектирования мобильного робота как ТС яв-
ляется этап формирования модели его движе-
ния в реалиях, определенных условиями техни-
ческого задания, отражающего требования к 
рельефу местности, по которой перемещается 
мобильный робот [4, 5]. 
 
Пространственное положение ТС при его 
движении по пересеченной местности приведе-
но на рис. 1. Здесь xOyz — земная правая си-
стема координат, в которой определена функ-
ция рельефа  

  ( , );z h x y   (1) 
xOyz — система координат, связанная с ТС 
таким образом, что центр O совпадает с цен-
тром масс робота; ось Ох лежит на пересече-
нии вертикальной продольной плоскости сим-
метрии транспортного средства и горизонталь-
ной плоскости, проходящей через центр масс 
корпуса ТС, стоящего неподвижно на ровной 
горизонтальной поверхности (горизонтальная 
плоскость симметрии); ось Oz перпендику-
лярна горизонтальной плоскости симметрии и 
направлена вверх; ось Оу ортогональна верти-
кальной продольной плоскости симметрии и 
дополняет систему xOyz до правой системы 
координат. 

Пересчет координат из системы xOyz в си-
стему xOyz осуществляется по зависимости 
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где А — матрица направляющих косинусов си-
стемы xOyz в системе xOyz; xp, yp, zp — коор-
динаты точки O в системе xOyz. 

При разработке модели были сделаны сле-
дующие допущения: 

• корпус мобильного робота является абсо-
лютно жестким телом; 

• направляющими в ТС являются передние 
колеса, имеющие номер 1, а приводными — 
задние колеса, имеющие номер 2; 

• направляющие и приводные колеса имеют 
в системе координат xOyz координаты по оси 
Ox, равные Lх1 и Lх2 соответственно;  

• колеса левого (l) и правого (r) бортов рас-
положены симметрично и имеют координаты 
по оси Oу, равные Ly;  

• точки подвеса колес лежат в одной плоско-
сти, связанной с корпусом и отстоящей на рас-
стояние Lz от центра масс по оси Oz; 

• движение ТС по пересеченной местности с 
рельефом (1) происходит без юза, пробуксовки 
а также отрыва колес от грунта; 

• корпус не имеет продольной и поперечной 
линейной степени свободы относительно подве-
сок колес. Таким образом, центры колес могут 
перемещаться только по прямой, перпендику-
лярной плоскости расположения точек подвеса. 

В силу последнего допущения уравнения 
линий движения центров колес в каждый мо-
мент времени будут иметь вид: 
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где  — параметр, определяющий высоту не-
ровностей. 

Определим следующие параметры подвесок 
направляющих и приводных колес: с — жест-
кость пружин; Q — длина пружин в недефор-
мируемом состоянии;  — радиус колеса 
(рис. 2).  

Предположим, что ТС расположено непо-
движно на местности с рельефом (1), причем 
его положение определяется малыми углами 
тангажа  и крена . Координаты точек подвес-
ки определяются, с одной стороны, положени-
ем центра масс и углами  и :  
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Рис. 1. Системы координат, в которых описывается 

движение транспортного средства 
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с другой стороны — параметрами подвесок, 
величинами деформаций пружин и высотами 
точек касания колес поверхности земли: 
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где z — координата центра масс; hl(r)1(2) — высо-
та рельефа под левым (правым) направляющим 
(приводным) колесом; l(r)1(2) — деформация 
подвески левого (правого) направляющего 
(приводного) колеса. 

Выражая из (4) и (5) величины l(r)1(2), полу-
чим: 

уравнение сил 
        1 2 1 1 2 22 2 x xz c c c L c L  

        1 1 1 2 2 2 ;l r l rmg H H c H H c   (6) 
уравнение моментов по углу тангажа 
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       1 1 1 1 2 2 2 2 ;l r x l r xH H c L H H c L   (7) 
уравнение моментов по углу крена 

    1 22 yc c L  

       1 1 2 2 1 1 2 2 ,l l r rH c H c H c H c  (8) 
где m — масса корпуса; g — ускорение свобод-
ного падения; 

   ( )1(2) ( )1(2) 1(2) 1(2) .l r l rH h Q   (9) 
Совместное решение уравнений (6)–(8) дает 

следующие выражения для значений положе-
ния центра масс, углов тангажа и крена в состо-
янии покоя: 
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где 

           
22 2

1 2 1 2 1 1 2 21 22 .x xx xZ c c c L c L c L c L  

Если ТС совершает маневры по углу курса , 
то матрица А принимает значение 
   A A A A ,   (11) 
где А, А, А — матрицы поворотов ТС по уг-
лам курса, крена и тангажа соответственно, 
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Таким образом, координаты точек опоры 
xl(r)1(2), yl(r)1(2), h(xl(r)1(2), yl(r)1(2)) подрессоренных 
колес на земную поверхность определяются 
совместным решением уравнений (1), (3), (10)–
(12) для каждого колеса в отдельности. 

 
Силы, действующие на ТС. Единичная нор-
маль к поверхности в точке опоры (xl(r)1(2), 
yl(r)1(2), h(xl(r)1(2), yl(r)1(2))) определяется направля-
ющими косинусами  
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Рис. 2. Подвеска ТС 
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   2 2
, ( )1(2) , ( )1(2) 1;x l r y l rK h h        ν 1h . 

На корпус действуют: 
сила тяжести P, определяемая в системе ко-

ординат xOyz в виде 
 P = (Px, Py, Pz) = (0, 0, Мg),  (14) 
где М — суммарная масса корпуса и колес; g — 
ускорение свободного падения;  

реакции опор Rln и Rrn, n = 1, 2, имеющие в 
связанной системе координат xOyz состав-
ляющие 
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Составляющие Rlnz, Rrnz направлены попе-
рек корпуса в плоскости, близкой к вертикаль-
ной. Вследствие допущения, что в конструкции 
транспортного средства отсутствуют смещения 
подвесок опор вдоль осей Ox и Oy, воздей-
ствие составляющих Rrnz, Rlnz, передаваемых 
через подвеску, вызывает поперечное линейное 
перемещение центра масс по координате z, а 
также вращение по углам тангажа  и крена . 

Составляющие Rl2y, Rr2y направлены поперек 
корпуса в плоскости, близкой к горизонтальной 
(рис. 3). Действие этих составляющих компен-
сируется поперечной силой трения колес о 
земную поверхность. Составляющие Rl2x, Rr2x 
формируются за счет реакции поверхности на 
момент, приложенный со стороны приводных 
колес. Они направлены вдоль корпуса и созда-
ют продольные ускорения ТС.  

Единичный вектор нормали к плоскости 
приводных колес имеет значение 
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Плоскость направляющих колес (r1, l1) в об-
щем случае повернута относительно продольной 
вертикальной плоскости симметрии в системе 

координат xOyz на угол . Нормаль к указан-
ной плоскости определяется выражением 
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Кроме перечисленных сил, на приводные 
колеса действует со стороны трансмиссии 
транспортного средства момент . 

Плоскость, касательная к земной поверхно-
сти, пересекается с плоскостями соответствую-
щих колес по прямым, направляющие косину-
сы которых определяются следующим образом: 
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Прямые наклонены под углами к горизон-
тальной плоскости 
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2 2
( )1 ( )1 ( )1

2 2
( )2 ( )2 ( )2

arccos ν ν ;

arccos ν ν .

l r hwl r x hwl r y

l r hwl r x hwl r y

  (19) 

Будем считать, что l(r)1(2) > 0, если угол от 
направления движения до прямой откладыва-
ется против часовой стрелки (движение на 
подъем). Угол l(r)1(2) < 0, если угол откладывает-
ся по часовой стрелке (движение под уклон). 
Составляющие сил реакции Fl(r)1(2) поверхности 
земли, действующие в плоскости углов 1 и 2, 
дают нормальную силу, определяющую силу 
трения качения, и скатывающую силу, рассчи-
тываемые соответственно по зависимостям 

 

 

( )1(2)т ( )1(2)

( )1(2)c ( )1(2) ( )1(2)

;
tg ,

l r l r

l r l r l r

F F k
F F

  (20) 

где k — коэффициент трения. 
 

Рис. 3. Маневры ТС по углу курса 
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Динамика продольного движения. Введем 
криволинейную координату , направленную 
вдоль траектории движения ТС [6, 7]. Уравне-
ние, описывающее продольное движение мо-
бильного робота, имеет вид  

              
1 2 1 22 2 2 2m m m  

          
1 1 2 2 1 1sgn tgl r l r l lF F F F k F  

          1 1 2 2 2 2 дtg tg tg ,r r l l r rF F F k F (21) 
где m, m1, m2 — массы корпуса, колес переднего 
ряда и колес заднего ряда соответственно;  — 
координата, направленная вдоль траектории 
движения подвижного наземного объекта; , 
1, 2 — коэффициенты вязкого трения корпуса 
о воздух и в подшипниках колес левого и пра-
вого рядов соответственно; дF  — величина 
движущей силы, формируемой в приводных 
колесах; k — коэффициент, учитывающий уве-
личение лобового сопротивления при повороте 
направляющих колес: 

 


р
д

2

μ
,F  (22) 

где р — суммарный момент, создаваемый на 
паре приводных колес редуктором трансмис-
сии; 2 — радиус приводного колеса.  

Независимо от типа двигательная установка 
и трансмиссия ТС являются динамической си-
стемой с моментом инерции, моментами со-
противления, развиваемыми внешней полезной 
нагрузкой, и моментом трения во вращающих-
ся частях установки [8, 9]. Система дифферен-
циальных уравнений, описывающих двигатель-
ную установку до редуктора, имеет вид 

        д д д д сд д д дη ,J k U   (23) 
где Jд — момент инерции подвижных частей 
двигательной установки и трансмиссии, приве-
денный к валу двигателя;  д  — угловая ско-
рость вращения вала двигателя; д — коэффи-
циент сил вязкого трения двигательной уста-
новки и трансмиссии, приведенных к валу 
двигателя; сд — момент сопротивления дви-
жению подвижных частей двигательной уста-
новки и трансмиссии, приведенный к валу дви-
гателя; д — момент, создаваемой полезной 
нагрузкой на валу двигателя; kд — коэффициент 
пропорциональности; Uд — управляющий сиг-
нал, соответствующий текущему состоянию 
органов управления продольным движением 
мобильного робота.  

Момент и угловая скорость на выходе ре-
дуктора определяются по зависимостям: 

 р = дi;  (24) 

 
 

 д
р ,

i
  (25) 

где i — передаточное число редуктора. 
Продольная скорость ТС определяется по 

средней угловой скорости левого и правого 
приводных колес: 

  



 р

2
.   (26) 

Подставляя (24)–(26) в (23), будем иметь: 

            
п т с д д ,T F F U   (27) 

где Тп — постоянная времени с учетом полез-
ной нагрузки; Fт — обобщенная приведенная 
диссипативная сила; Fс — обобщенная состоя-
щая сила, складывающаяся из скатывающих 
сил на каждым колесе ТС;   — приведенный 
коэффициент передачи по углу поворота 
направляющих колес; д  — приведенный ко-
эффициент передачи по управляющему воздей-
ствию; 

 
 
 

 
 

 

 




   


     
         

     

        


     
 


     








2 2
1 2 д2

п 2 2
1 2 д2

1 1 2 2 2 сд 2
т 2 2

1 2 д2
2

1 1 1 1 2 2 2 2 2
с 2 2

1 2 д2
2
2

2 2
1 2 д2

д 2
д

2 2
;

2 2

sgn
;

2 2

tg tg tg tg
;

2 2
(28)

;
2 2

κ
2

l r l r

l l r r l l r r

m m m J i
T

i

F F F F k i
F

i
F F F F

F
i

k
k

i
k i

     2 2
1 2 д2

.
2 i

 

Если ТС движется в одном направлении (без 
реверса), то зависимость (28) может быть пред-
ставлена в операторной форме: 

      
     

  
т c

п п п

( )( ) ( )( )
1 1 1

k sF s F ss
s T s s T s s T s

 

  



д д

п

( ) ,
1

k U s
s T s

  (29) 

где s — оператор дифференцирования;  ( )s  
  т c д( ), ( ), ( ), ( )F s F s s U s  — изображение по 
Лапласу от соответствующих функций. 

Зависимость (29) показывает, что переда-
точная функция от любого воздействия к ско-
рости продольного движения подвижного 
наземного объекта представляет собой аперио-
дическое звено. Если одно из воздействий ме-
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няется ступенчато, то скорость продольного 
движения меняется по экспоненте. Положи-
тельный уклон, возрастание сопротивления 
движению, отклонение направляющих колес от 
оси Ох замедляют скорость продольного дви-
жения.  

Поворот направляющих колес на угол  (см. 
рис. 3) вызывает движение колесного транс-
портного средства по радиусу  

 
 


1 2 .
sin

x xL L   (30) 

Скорость изменения угла курса  определя-
ется скоростью продольного движения и углом 
поворота направляющих колес: 

   





1

sin .
x xNL L

  (31) 

Текущий угол при продольном движении и 
маневрах подвижного наземного объекта опре-
деляется следующим образом: 

        




10

( )sin ( ) .
t

x xN
t d

L L
  (32) 

 
Результаты моделирования транспортного 
средства с двигателем внутреннего сгорания 
приведены на рис. 4. Трансмиссия обеспечивает 
четыре передаточных числа редуктора. Моде-
лировалась разгонная характеристика мобиль-
ного робота при ступенчатом изменении 
управляющего сигнала и начальной нулевой 
скорости.  

Из графиков видно, что постоянная времени 
разгона тем меньше, чем больше передаточное 
число редуктора. Среднеквадратичное откло-

нение соответствующих реальных величин от 
их расчетных значений не превышает 10 %, что 
лежит в пределах точности определения исход-
ных данных модели. 

Выводы 
1. Получена динамическая модель продоль-

ного движения транспортного средства по 
сильно пересеченной местности.  

2. Показано, что на скорость движения вли-
яют индивидуальные дорожные условия под 
каждым колесом траектории, определяемой 
углом поворота направляющих колес относи-
тельно корпуса.  

3. Модель предназначена для использования 
при проектировании систем управления мо-
бильными роботами, а также при моделирова-
нии воздействий на обучаемого водителя на 
тренажерах.
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