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Пространственные и плоские стержни или элементы конструкций, сводящихся к мо-
дели стержня, имеют очень широкое применение в машиностроении, приборострое-
нии, энергомашиностроении, в системах активной и пассивной виброзащиты и т. д. 
Представлена методика расчета плоского криволинейного упругого стержня, нагру-
жаемого с помощью нерастяжимого троса, при больших перемещениях, т. е. в нели-
нейной постановке. Силы, действующие на стержень со стороны троса, не являются 
ни «мертвыми», ни следящими и могут быть отнесены к классу так называемых сил с 
обратной связью, модуль и направление которых зависят от линейных и угловых пе-
ремещений точек их приложения. Это осложняет постановку граничных условий в 
краевой задаче механики стержней. Предлагается оригинальный подход в примене-
нии метода последовательных нагружений при исследовании напряженно-деформи-
рованного состояния (НДС) как самого стержня, так и его упругой характеристики. 
Представлены результаты численного исследования примера нагружения стержня 
нерастяжимым тросом, который наглядно демонстрирует возможности предложен-
ного алгоритма решения подобных задач. Приведенный метод численного исследова-
ния глубокого деформирования плоского стержня достаточно легко может быть рас-
пространен и на конструкции в виде пространственных стержней сколь угодно слож-
ной геометрии.  
Ключевые слова: плоский криволинейный стержень, метод последовательных 
нагружений, связанный базис, декартов базис, матрица преобразования, вектор со-
стояния. 

Spatial and flat rods, or structural elements that can be reduced to the model of a rod are 
very widely used in engineering, instrumentation, power engineering, systems of active and 
passive vibration isolation, etc. This paper presents a methodology for calculating the flat 
curved elastic rod, loaded using an inextensible cable, with large displacements, i.e. in the 
nonlinear formulation. The forces acting on the rod from the cable, are neither dead nor fol-
lower, and can be classified as the so-called feedback forces, the magnitude and direction of 
which depend on the linear and angular displacements of points of their application. This 
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complicates the formulation of the boundary conditions in the problem of mechanics rods. 
An original approach is proposed to the application of the method of successive loadings in 
the study of a stress-strain state (SSS) of the rod itself as well as its elastic properties. The re-
sults of a numerical study of loading the rod by an inextensible cable are presented. They 
demonstrate the potentials of the proposed algorithm to solve such problems. The described 
method of numerical calculations of deep deformation of flat rods can be fairly easily ap-
plied to spatial rod structures of arbitrary complex geometry. 
Keywords: flat curved rod, method of successive loadings, associated basis, Cartesian basis, 
transformation matrix, state vector. 

Задача исследования НДС плоского упругого 
тонкого стержня при больших перемеще- 
ниях относится к классу нелинейных задач ме-
ханики стержней. Исследованием поведения 
пространственно-криволинейных и плоских 
стержней при больших перемещениях занима-
лись многие ученые как в России [1–7], так и 
за рубежом [8–11]. Но, тем не менее, всего 
многообразия задач, связанных с деформиро-
ванием стержневых конструкций, охватить 
нельзя. В данной работе рассматривается зада-
ча глубокого деформирования упругого эле-
мента, нагружаемого нерастяжимым тросом 

(аналогом служит работа спортивного лука 
при оттяжке тетивы). 

На рис. 1 представлен исследуемый объект — 
криволинейный стержень в исходном (рис. 1, а) 
и деформированном (рис. 1, б) состоянии. 
Геометрические параметры системы стер-
жень — трос: упругий элемент 1 выполнен в 
виде элемента дуги окружности радиуса R  с 
центральным углом 02  постоянного прямо-
угольного поперечного сечения  .h b  К центру 
троса 2 прикладывается внешняя сила натя-
жения F  (см. рис. 1, б). В начальном ненагру-
женном состоянии (см. рис. 1, а) упругий эле-
мент (стержень) не нагружен, вследствие этого 
начального натяжения троса нет, трос также 
считается нерастяжимым. В силу симметрии 
объекта исследования предлагается следующая 
расчетная схема (рис. 2). Рассмотрим только 
половину упругого элемента (в дальнейшем 
для удобства будем применять термин «стер-
жень»), т. К остается неподвижной и жестко 
защемленной (в ней располагается начало ко-
ординат декартового базиса { }ji  (j = 1…3)), 
т. А свободна и нагружается со стороны троса 
постоянно меняющейся по модулю и направ-
лению силой ,P  связанной с силой натяже-
ния F  (на рис. 2 показана половина внешней 
силы 1/2,F  2 /2,F  …, но в дальнейшем для 
удобства эту силу будем просто обозначать 
силами 1 2, ,F F …, понимая под ними только 
половину силы натяжения). Также на рис. 2 
показана оттяжка троса 1,  2 , ...  и орты не-
деформированного связанного базиса 0{ }:e  

10e  — направлен по касательной к осевой ли-
нии стержня, 20e , 30e  — по главным централь-
ным осям поперечного сечения стержня. 
В данной работе исследуются внутренние си-
лы, моменты и деформированное состояние в 
стержне и определяется зависимость ( )F . 

Возьмем в качестве исходной систему не-
линейных уравнений равновесия плоского 
стержня (под плоским стержнем будем пони-
мать стержень, осевая линия которого остает-
ся плоской и после нагружения внешними  

 
Рис. 1. Исходное (a) и деформированное (б)  

состояние системы стержень–трос 

 
Рис. 2. Расчетная схема упругого стержня 
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силами) в безразмерном виде в связанных осях 
[1]: 
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где   — безразмерная длина стержня 
(   0 1 ); 1 2 3 3 1 2, , , , ,Q Q M u u  — компоненты 
вектора состояния плоского стержня 1( ,Q  

2Q  — внутренние силы, направленные по ор-
там связанного базиса 1e  и 2 ;e  3M  — изгиба-
ющий момент; 3  — угол поворота и 1 2,u u  — 
линейные перемещения точек осевой линии 
стержня); 3æ  — безразмерная кривизна осевой 
линии стержня в деформированном состоянии 

3 3(æ æ ,рl  где l  — длина стержня). В недефор-
мированном состоянии стержня 30æ / .l R  

33 1A  — безразмерная изгибная жесткость 
стержня   3

3 333( , /12);рA EI I bh  ( ) ( )
1 2 1 2, , , ,i iq q F F  

 ( )
3 3, iT  — внешние распределенные и сосредо-

точенные силы и моменты, приложенные к 
стержню. В нашем случае никаких внешних сил 
к стержню не приложено, нагрузка со стороны 
троса входит в краевые условия. 

В данной работе предлагается решать нели-
нейную систему уравнений (1) с помощью при-
ближенного метода последовательных нагру-
жений (МПН). Идея метода состоит в последо-
вательном нагружении  стержня внешними 
силами, подобранными таким образом, что 
при каждом нагружении перемещения точек 
осевой линии стержня и углы поворота свя-
занных осей являются малыми. Этот вариант 
численного решения нелинейных уравнений 
приводит при каждом дискретном увеличении 
нагрузки к линейным (линеаризованным) 
уравнениям. Для m-го нагружения стержня 
внешняя сила ( ) ,m kF F  где k <1 определяет 
часть общей нагрузки на каждом шаге нагру-
жения; m — номер шага нагружения.  

Система уравнений МПН для плоского 
стержня выглядит следующим образом: 
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где m — текущий шаг нагружения; ( 1)
3æ m  — 

кривизна,  
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jQ  — внутренние силы, «накопленные» в 

стержне на предыдущих (m – 1) шагах нагруже-
ния, 
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Поставленная задача является краевой, и 
одним из методов сведения краевой задачи к 
задаче Коши (задаче с начальными условиями) 
является метод начальных параметров. Крае-
вые условия задачи следующие:  

1) при   0  (в заделке):  
      ( ) ( ) ( )

1 2 3 0;m m mu u  
2) при  1 (в точке крепления троса), крае-

вые условия будут связаны с внутренними си-
лами 1 2,Q Q  и моментом 3 ,M  который всегда 
равен нулю. Именно в краевых условиях 

1 2,Q Q  и заключается основная сложность, по-
скольку направление и модуль внешней силы 
будут меняться как по отношению к декарто-
вым осям, так и по отношению к постоянно 
изменяющимся по направлению ортам 1e  и 2 .e  
Внешняя сила на конце стержня не относится 
ни к классу «следящих», ни к классу «мертвых». 
Ее условно можно отнести к классу сил с так 
называемой обратной связью, когда и модуль, и 
направление ее зависят от перемещения и угла 
поворота точки приложения. 

Предлагается следующий подход в реализа-
ции МПН при таких краевых условиях. По-
скольку внешняя сила натяжения F  приклады-
вается не к стержню, а к тросу, можно посту-
пить следующим образом. На первом шаге 
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нагружения, когда трос строго вертикален, сила 
со стороны троса P  на свободный конец 
стержня направлена практически строго вниз, 
т. е. направление ее известно. Предлагается 
нагружать свободный конец стержня на каж-
дом шаге силами  ( ) ,iP  которые будут связаны 
с силой натяжения троса  ( ) .iF  Силы  ( )iP на 
каждом шаге нагружения будут одинаковы по 
модулю, но будут менять свое направление в 
зависимости от положения троса к данному 
шагу. Схема нагружения показана на рис. 3. 
Трос в начале первого шага нагружения зани-
мает вертикальное положение ОА, и сила  (1)P  
на первом шаге прикладывается, как уже было 
отмечено, тоже вертикально, т. е. в декартовом 
базисе   (1) (1)

2 .PP i  Зная направление ортов 
связанного недеформированного базиса 10e  и 

20e  при  1,  легко определить проекции силы 
 (1)P на эти орты. Поскольку угол  30( )  между 
ортом 1i  и 10e  равен 

       30( ) /2 ( ),  

где   ( ) /s R  (рис. 4), то матрица преобразо-
вания 0L  декартового базиса { }i  к связанному 

0{ }e  будет следующей: 
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Необходимо отметить, что внешние силы 
 ( ) ,mP  прикладываемые на конце стержня на 

каждом шаге, известны в декартовом бази-
се { },i  а решение задачи происходит в текущем 
связанном базисе ( ){ },me  поэтому необходимо 
на каждом m-м шаге нагружения учитывать так 
называемое «приращение» внешней силы, свя-
занное с изменяющимися по направлению ор-
тами связанного базиса при переходе от 

( 1){ (1)}me  к ( ){ (1)}.me  Это изменение происхо-
дит из-за поворота конца стержня на ( )

3 (1).m  
Подробный вывод приращений сил, известных 
в декартовом базисе, представлен в [1]. Силы в 
связанном базисе на m-м шаге нагружения 
определяются следующим образом: 
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где ( )(1)mL — матрица перехода от базиса 0{ (1)}e  
к ( ){ (1)},me  
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Рис. 3. Схема нагружения стержня со стороны троса 

(показано изменение связанного базиса { }e   
на конце стержня и новые положения троса) 

 

 
Рис. 4. Связь между центральным углом ( )s   

и углом 30( )s  (для вывода матрицы  
преобразования 0 )L  
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На первом шаге очевидно, что матрица 
( 1)(1)mL  является единичной, и силы на конце 

стержня будут 
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или  
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Обозначив 
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Q Q
L L

QPQ
  

как силы в недеформированном базисе, имеем 

 
   

 
  

(1) (1)
10 101 3

(1) (1)20 202 3

(1) (1) 0 (1) (1)
.

(1) (1)(1) (1) 0
Q Q Q

Q QQ
 

Таким образом, краевые условия при  1 
на первом шаге нагружения будут следующие: 

  
     

     

  

(1) (1)
1 10 201 3

(1) (1)
2 20 102 3

(1)
3 3

(1) (1) (1) (1);
(1) (1) (1) (1);

(1) 0.

Q Q Q Q
Q Q Q Q
M M

 

Краевые условия полностью сформулиро-
ваны, и осталось получить решение задачи. 
Метод сведения краевой задачи к задаче Коши 
и получения численного решения рассмотре-
ны далее. 

После первого шага имеем полную информа-
цию о стержне, известны все компоненты векто-
ра состояния (1)

1( ( ),Q   (1)
2 ( ),Q   (1)

3 ( ),M   
     (1) (1) (1)

1 2 3( ), ( ), ( )).u u  После совершения 
первого шага трос занимает новое положение 

1 1A O  (см. рис. 3). Положение точки 1A  можно 
найти, зная координаты исходной точки A  
( (0) (0)

1 2,A Ax x ) и перемещения ее в связанном базисе 
 (1) (1)

1 2(1), (1).u u  С помощью матрицы перехода 

0L  находим перемещения точки A  в декарто-
вом базисе:  

  
 


 

(1) (1)
1 10

(1) (1)
2 2

(1) (1)
( (1)) .

(1) (1)
x T

x

u u
L

u u
  

А затем находим новые координаты точки 
крепления троса 1A : 
     (1) (0) (1) (1) (0) (1)

1 21 1 2 2,x xA A A Ax x u x x u .  
Учитывая, что трос нерастяжим, можно 

найти и координату точки 1,O  а также угол 1.  
И тогда, рассматривая равновесие троса, мы 
можем связать силу  (1)P с силой натяжения на 
первом шаге  (1) :F  
     (1) (1)

1cosF P . 
В дальнейшем, поскольку шаг по нагрузке 

равномерный, считаем      (1) (2) ...P P P . 
Расстояние  (1)

1 ,OO  т. е. равно величине 
оттяжки на первом шаге нагружения. Таким 
образом, после первого шага нагружения имеем 
полную информацию как о НДС стержня, так и 
о зависимости  (1) (1)( ).F  

Теперь рассмотрим второй шаг нагружения. 
Сила  (2)P приложена по направлению нового 
положения троса, найденному после первого 
шага: 
       (2)

1 1 1 2sin cosP PP i i .  
Орты связанного базиса (1) (1)

1 2иe e  уже не 
совпадают с 10e  и 20 ,e  их новое положение 
определяется с помощью матрицы перехода 

(1)L  от недеформированного базиса 0{ }e  к де-
формированному (1){ }:e  

       

    

10 20
(1) (1) (1)(1)
1 3 3
(1) (1) (1)
2 3 3

( ) cos ( ) sin ( ) .
sin ( ) cos ( )

L
e e

e
e

 

Силы на конце стержня на втором шаге будут 

  

 
 

 


  



(2) (2)
1 1(2) 0
(2) (2)
2 2

(2)
1(1) 0 2 (1) 0

(2)
2

(1) (1)
(1) (1)

(1) (1)

(1)
( (1) (1) (1) (1) (1)) ,

(1)

x

x

x

x

Q Q
L L

Q Q

Q
L L L L L

Q

 

или 

  

 
 

 


 



(2) (2)
1 1(1) 0
(2) (2)
2 2

(2)
12 (1) 0

(2)
2

(1) (1)
(1) (1)

(1) (1)

(1)
(1) (1) (1)) .

(1)

x

x

x

x

Q Q
L L

Q Q

Q
L L L

Q
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Обозначив 
  

 
 





(2)
11(1) 0 (1) 0

(2) 12

(1)
1
(1)
2

(1) sin
(1) (1) (1) (1)

cos(1)

(1)
(1)

x

x

Q P
L L L L

PQ

Q
Q

 

как силы в базисе (1){ },e  имеем 

   
 

   

(2) (1) (2) (1)
1 1 3 1
(2) (1) (2) (1)
2 2 3 2

(1) (1) 0 (1) (1)
.

(1) (1) (1) 0 (1)
Q Q Q
Q Q Q

 

Таким образом, краевые условия при  1 
на втором шаге нагружения будут следующие: 

  
     

     

  

(2) (1) (2) (1)
1 1 1 3 2

(2) (1) (2) (1)
2 2 2 3 1

(2)
3 3

(1) (1) (1) (1),
(1) (1) (1) (1),

(1) 0.

Q Q Q Q
Q Q Q Q
M M

 

После совершения второго шага имеем ин-
формацию о векторе состояния второго шага 
     (2) (2) (2) (2) (2) (2)

1 2 3 1 2 3, , , , , .Q Q M u u  Также 
можно вычислить перемещение конца стержня 
и положение точки 2 ,A  прибавив к координа-
там точки 1A  новые перемещения  (2)

1 (1)u  и 
 (2)

2 (1):u  

  
 


 

(2) (2)
1 1(1) 0

(2) (2)
2 2

(1) (1)
( (1) (1)) .

(1) (1)
x T

x

u u
L L

u u
 

Аналогично можно найти положение точки 
2O , угол 2 , приращение оттяжки (2)  и при-

ращение силы натяжения    (2)
2cos .F P   

После второго шага нагружения полные 
внутренние силы, момент и угол равны:  

  

      

     

      

(2) (1) (2)

(2) (1) (2)
3 3 3

(2) (1) (2)
3 3 3

( ) ( ) ( ), 1, 2;

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).

i i iQ Q Q i

M M M  

Сила натяжения и величина оттяжки равны:  

       (2) (1) (2) (2) (1) (2), .F F F  
Несколько сложнее дело обстоит с линей-

ными перемещениями точек осевой линии 
стержня. Перемещения можно суммировать 
только в неизменном базисе { }:i  

        (2) (1) (2)( ) ( ) ( ), 1, 2.xi xi xiu u u i  
Изложенный алгоритм продолжается на 

протяжении необходимого, заранее заданного, 
числа шагов нагружения n, и на каждом теку-
щем шаге m находят новое положение связан-
ного базиса ( ){ },me  новое положение точек mA  

и ,mO  силы и момент на конце стержня, вхо-
дящие в граничные условия: 

 

 

     

     

  

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 3 2

( ) ( 1) ( ) ( 1)
2 2 2 3 1

( )
3 3

(1) (1) (1) (1);

(1) (1) (1) (1);

(1) 0.

m m m m

m m m m

m

Q Q Q Q

Q Q Q Q

M M

 (3) 

Также находят  ( ) ( ) и .m mF  В итоге на те-
кущем шаге m определяются полная сила 

  


 ( ) ( )

1

m
m i

i
F F   

и величина оттяжки  

  


  ( ) ( )

1
,

m
m i

i
  

по значениям которых и строится график зави-
симости ( ) ( )( ),m mF  т. е. упругая характеристи-
ка стержня. 

Теперь необходимо остановиться на непо-
средственном решении системы (2).  Запишем 
ее в виде одного векторно-матричного уравне-
ния: 

      


( )
( )( ) ( ) ( ) 0

m
md A

d
Y Y , (4) 

где       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 3 1 2( ) ( , , , , ,m m m m mm Q Q M u uY  

( )
3 )m  — вектор состояния системы.  
Решение уравнения (4) запишем в виде:  

    ( ) ( ) ( )( ) ( )m m mKY C , (5) 
где ( )( )mK  — фундаментальная матрица реше-
ний на m-м шаге нагружения, ( )mC  — вектор 
постоянных на этом же шаге. Для получения 
матрицы ( )( )mK  достаточно проинтегрировать 
однородную систему уравнений (4) шесть раз со 
следующими начальными условиями: 

    ( ) ( ) ( )
1 2 6

1 0 0
0 1 0
0 0 0

(0) , (0) , ..., (0) .0 0 0
0 0 0
0 0 1

m m mY Y Y  (6) 

И каждое решение ( )( )m
iY  будет i-м столб-

цом матрицы ( )( )mK . Из граничных условий 
при   0  (в заделке)      ( ) ( ) ( )

1 2 3( m m mu u  
 0)  имеем   ( ) ( ) ( )

54 6 0.m m mc c c  Относительно 
оставшихся трех компонент вектора ( )mC полу-
чим три алгебраических уравнения из условий 
при  1 (3): 
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



 





   

   

   

   

   



( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
11 41 2 1 12

( ) ( 1) ( ) ( )
42 2 2 13
( ) ( 1) ( ) ( 1)
43 2 3 1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
21 41 1 1 22

( ) ( 1) ( ) ( )
42 1 2 23

( (1) (1) ) ( (1)

(1) ) ( (1)
(1) ) ;

( (1) (1) ) ( (1)

(1) ) ( (1)

m m m m m

m m m m

m m m m

m m m m m

m m m m

k k Q c k

k Q c k
k Q c Q

k k Q c k

k Q c k

k  











   


  

( ) ( 1) ( ) ( 1)
43 1 3 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
31 1 32 2 33 3

(1) ) ;
(1) (1) (1) 0,

m m m m

m m m m m m

Q c Q
k c k c k c

 (7) 

где ( )(1)m
ijk  — компоненты матрицы ( )(1).mK  

Из системы (7) находим оставшиеся три 
константы ( ) ( ) ( )

1 2 3, ,m m mc c c и можем полностью 

сформировать решение ( )( )mY  на текущем  
m-м шаге по формуле (5). 

Этот алгоритм повторяется заранее наме-
ченное число n шагов нагружения. В итоге име-
ем НДС стержня: 

  









   

   

    

    









( )( )

1

( )( )
3 3

1

( )( )
3 3

1

( )( )

1

( ) ( );

( ) ( );

( ) ( );

( ) ( ), 1, 2,

n jn
i i

j
n jn

j
n jn

j
n jn

xi xi
j

Q Q

M M

u u i

  (8) 

и упругую характеристику ( ).F  

 
Рис. 6. Деформированные состояния стержня  

по ходу нагружения (вместе с новыми положениями 
троса), для трех значений внешней силы  

 
Рис. 7. Упругая характеристика ( )F  

 
Рис. 5. Графики изменения внутренней силы 1Q (а), 2Q  (б) и внутреннего момента 3M  (в)  

по длине стержня для трех значений внешней силы  
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По найденным перемещениям ( )( )n
xiu  мож-

но построить деформированное состояние 
стержня. А зная внутренние силовые факторы, 
можно определить и максимальное напряже-
ние в стержне для оценки его прочности. 

В качестве примера рассматривается упру-
гий стержень со следующими параметрами: 
 3 м,R    0 20 ,   20 мм,b   4 мм,h  E  

  52 10 МПа,   40 H.P   
На рис. 5, а, б представлены графики изме-

нения внутренних сил 1 2 и Q Q по длине упру-
гого элемента, на рис. 5, в — графики момента 

3M , на рис. 6 приведены деформированные 
состояния упругого элемента по ходу нагруже-
ния (вместе с новыми положениями троса), а на 
рис. 7 — упругая характеристика ( ).F  Все гра-
фики представлены для трех значений внешней 
силы Р = 8, 24 и 40 Н. Необходимо добавить, 
что для определения полной силы натяжения 
троса силу F  необходимо удвоить. 

Выводы 
Предложенный алгоритм решения задач ме-

ханики стержней при больших перемещениях 
является приближенным, но точность, по мне-
нию автора, вполне приемлемой для инженер-
ной практики. Достоинство данного метода — 
достаточно простая его алгоритмизация для 
численного расчета, в отличие от решения по-
добных задач методом «пристрелки», а также 
методами продолжения по параметру. Также 
необходимо отметить, что легко могут варьиро-
ваться геометрия (как в плане осевой линии, так 
и в плане переменности жесткости по длине) и 
свойства материала стержня. Приведенный ал-
горитм численного исследования глубокого де-
формирования плоского стержня достаточно 
легко может быть адаптирован и для решения 
задач статического нагружения конструкций в 
виде пространственно-криволинейных стерж-
ней сколь угодно сложной геометрии. 
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