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Возникновение резонансных колебаний в полотне конического зубчатого колеса может 
привести к его разрушению. В статье рассмотрены различные конструкции демпфера 
сухого терния, применяемые в целях снижения амплитуды резонансных колебаний ко-
нического зубчатого колеса. Обоснован выбор упрощенной плоской конечно-
элементной модели взаимодействия тарельчатый демпфер — колесо. Исследованы ос-
новные режимы работы демпфера сухого трения — с длительными и мгновенными от-
носительными остановками. Построено семейство амплитудно-частотных характери-
стик (АЧХ) системы демпфер — колесо при различных поджатиях демпфера. Рассчита-
на работа вынуждающей силы и работа силы трения. Исследовано влияние величины 
поджатия демпфера на резонансную частоту системы. Определена величина поджатия 
демпфера, обеспечивающая минимальную амплитуду резонансных колебаний. Мето-
дом резонансной кривой определен декремент колебаний системы колесо — демпфер с 
оптимальными параметрами, который составил 46,1 %. На основе результатов расчетов 
сделан вывод о том, что применение демпфера сухого трения является эффективным 
способом снижения амплитуды резонансных колебаний конического колеса. 
Ключевые слова: конические зубчатые передачи, демпфер сухого трения, резонанс-
ные колебания, нелинейные системы. 

Resonance oscillations appearing in bevel gears can lead to their fracture. The article de-
scribes different types of Coulomb friction damper that are used to reduce the resonance os-
cillation amplitude in bevel gears. The choice of a simplified flat finite-element model of in-
teraction between a dish-shaped damper and the gear is validated. Basic operation modes of 
the Coulomb friction damper are studied, namely with long and instant relative stops. Am-
plitude-frequency response graphs of the damper-gear system are plotted for various values 
of damper pre-pressure. The work of the disturbing and frictional forces is calculated. An 
influence of the pre-pressure value on the resonance frequency of the system is studied. The 
damper pre-pressure value that provides the minimal amplitude of resonance oscillations is 
determined. Using the resonance curve method, the oscillation decrement of the damper-
gear system with optimal parameters is calculated and found to be 46.1%. The results of the 
calculations have led to a conclusion that the use of a Coulomb friction damper is an effi-
cient way to reduce the amplitude of resonance oscillations in bevel gears.  
Keywords: bevel gears, Coulomb friction damper, resonance vibrations, non-linear systems.
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Основным видом расчета конических зубча-
тых передач общего машиностроения является 
расчет на контактную и изгибную выносли-
вость зуба [1, 2]. В процессе работы кониче-
ских передач авиационных приводов в силу 
ограничений по массе и, как следствие, тонко-
го обода имеют место поломки зубчатых колес, 
связанные не с изгибом и выкрашиванием зу-
ба, а с возбуждением резонансных колебаний 
обода шестерни. 

Применение демпфера сухого трения явля-
ется одним из эффективных способов сниже-
ния амплитуды резонансных колебаний си-
стемы. В стандартах на зубчатые колеса AGMA 
[3] и ISO [4] дан обзор методов снижения ам-
плитуды колебаний полотен зубчатых колес. 
Отмечено, что при попадании собственных 
частот колебаний зубчатого колеса в рабочий 
диапазон значительного эффекта по сниже-
нию амплитуды резонансных колебаний мож-
но добиться путем применения кольцевых 
демпферов (см. рис. 1, а). Кольцевой демпфер 
представляет собой упругое кольцо, вставлен-
ное с натягом в паз шестерни, который распо-
ложен на внутренней части зубчатого венца. 
Поджатие демпфера к колесу осуществляется за 
счет натяга и действия центробежной силы.  
В процессе колебаний шестерни по узловым 
диаметрам между кольцом и шестерней возни-
кает сила трения, работа которой рассеивает 
энергию резонансных колебаний в окружаю-
щую среду. Помимо указаний касательно того, 
что положение паза для кольца и сама форма 
кольца должны определяться ожидаемыми 
формами резонансных колебаний и обеспечи-

вать возникновение трения между кольцом и 
шестерней, в стандарте AGMA [3] отсутствуют 
какие-либо конкретные рекомендации по про-
ектированию демпфера сухого трения.  

Другим типом демпфера сухого терния яв-
ляется тарельчатый демпфер, который пред-
ставляет собой упругую тарельчатую пружину, 
прижатую к торцу шестерни с помощью регу-
лируемого упора (рис. 1, б). 

Для моделирования динамического поведе-
ния шестерни с демпфером использован метод 
конечных элементов (МКЭ). В связи с тем, что 
моделирование динамического поведения ко-
леса с демпфером в трехмерной постановке 
требует больших вычислительных мощностей, 
предложена двумерная модель. С целью обос-
нования выбора расчетной модели рассмотрим 
форму колебаний упрощенной трехмерной мо-
дели конического колеса по различным узло-
вым диаметрам и сопоставим ее с формой ко-
лебаний плоской модели (рис. 2). 

Как видно из рис. 2, картина перемещений 
узлов 3D-модели в сечении с максимальной ам-
плитудой перемещений имеет аналогичный ха-
рактер, что и картина перемещений узлов плос-
кой модели. Так как расчет в 3D-постановке 
требует на порядок больших вычислительных 
мощностей, чем в 2D-постановке, основные 
закономерности и диапазон расположения оп-
тимальных параметров работы демпфера могут 
быть исследованы в 2D-постановке, а выбор 

 
Рис. 1. Различные варианты конструкции  

фрикционного демпфера:  
а — кольцевой демпфер; б — тарельчатый демпфер 

 

 
Рис. 2. Формы колебаний конического колеса 

 (в 3D-постановке): 
а — один узловой диаметр; б — два узловых диаметра;  

в — три узловых диаметра; г — плоская постановка 
 



22 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #7 [664] 2015 

окончательных параметров может быть осу-
ществлен после расчета в 3D-постановке. 

 
Описание расчетной модели. Плоская конеч-
но-элементная модель конического колеса с 
демпфером представлена на рис. 3. 

Закрепление модели, показанной на рис. 3, 
осуществляется по нижней грани колеса A. Мо-
делируется контакт с заданным коэффициен-
том трения между демпфером и колесом. Вы-
нуждающая сила, изменяющаяся по гармониче-
скому закону, приложена к верхней точке 
колеса C. Поджатие демпфера моделируется 
путем задания горизонтального перемещения 
торца демпфера D. 

Модель содержит 1 478 узлов и 426 восьми-
узловых элементов. Шаг по времени составляет 

 55 10  с; время моделирования — 0,01 с. Де-
кремент колебаний в материале задан δ 2 %  
[5]. 

Моделирование контакта между демпфером 
и колесом с учетом трения является отдельной 
сложной задачей. В общем случае рабочие по-
верхности демпфера и колеса представляют со-
бой шероховатые тела, контакт которых имеет 
дискретную природу, т. е. осуществляется по 
отдельным локальным микронеровностям, 
площадь сечения которых значительно меньше 
номинальной площади контактирующих тел 
[6]. В целях упрощения задачи сделано допуще-
ние, что контакт упругих тел демпфера и зубча-
того колеса описывается законом Амонтона [7]. 

В разработанной модели величина поджа-
тия, частота вынуждающей силы и коэффици-
ент терния между демпфером и колесом явля-
ются входными параметрами, что позволяет 

исследовать их влияние на динамическое со-
стояние рассматриваемой системы путем авто-
матизированного проведения серии расчетов 
вынужденных колебаний. Выходными пара-
метрами являются амплитуда колебаний точки 
приложения вынуждающей силы, статус кон-
тактирующих элементов, работа вынуждающей 
силы и силы трения за период колебаний. 

Элементарная работа, совершаемая вынуж-
дающей силой за момент времени ,dt  опреде-
ляется как произведение возмущающей силы, 
изменяющейся по гармоническому закону, на 
перемещение точки приложения силы за мо-
мент времени [8]: 
    0 0sin( ) cos( ) ,FdA F t A t dt  
где 0F  — амплитуда возмущающей силы;  — 
частота возмущающей силы; 0A  — амплитуда 
перемещения точки приложения вынужда-
ющей силы;  — сдвиг по фазе между вынуж-
дающей силой и перемещением точки прило-
жения вынуждающей силы.  

Работа вынуждающей силы за период коле-
баний определяется следующим образом [8]: 



      ц
0 0 0 0

0

sin( ) cos( ) sin ,FA F t A t dt A F  

где  — период колебаний. 
На резонансном режиме работы сдвиг по 

фазе между вынуждающей силой и перемеще-
нием точки приложения вынуждающей силы 
составляет   /2.  Следовательно, работа вы-
нуждающей силы за цикл при резонансном ре-
жиме всегда положительна.  

Мгновенная работа силы трения определя-
ется как скалярное произведение вектора сум-
марной силы, действующей в контакте колеса  
с демпфером, и вектора мгновенного относи-
тельного перемещения контактирующих то-
чек: 

   тр cos , ,k k kdA F λ F λ F λ  
где kF  — вектор силы, действующий в контакте; 
λ  — вектор относительного перемещения. 

Так как размеры площадки контакта демп-
фера с колесом малы по сравнению с приве-
денным радиусом кривизны демпфера и коле-
са, принято допущение о коллинеарности век-
тора относительного перемещения в контакте 
и силы трения, возникающей в контакте. Сле-
дует отметить, что сила сухого трения направ-
лена в противоположную сторону по отноше-
нию к вектору относительного перемещения 
(    cos ,  1kF λ ). Для расчета силы трения в 
рассматриваемой системе на языке APDL ра-

 
Рис. 3. Плоская конечно-элементная модель кониче-

ского колеса с демпфером 
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бочей среды ANSYS написан макрос. На каж-
дом шаге решения задачи определяется отно-
сительное скольжение и величина касательно-
го напряжения трения для каждой контак-
тирующей пары. Работа трения на шаге 
определяется как сумма элементарных работ 
сил трения по всем контактирующим элемен-
там: 

 


 
1
σ ,

n
iji ij j

F F
j

A s l  

где i — номер шага; j — номер контактной па-
ры; n — количество контрактных пар; σij

F  — 
напряжение трения для j-й контактной пары на 
i-м шаге; ijs  — относительное скольжение для  
j-й контактной пары на i-м шаге; jl  — длина  
j-го контактного элемента. 

Так как в процессе работы демпфера сухого 
терния в зависимости от параметров системы 
возможны как режимы с мгновенными, так и с 
длительными относительными остановками, 
для оценки режима работы демпфера сухого 
трения введен параметр rs  — относительное 
время длительности относительных остановок, 
определяемый как 

 


,s
r

ts  

где st  — длительность относительной останов-
ки за период колебаний. 

Эффективность демпфирующего устройства 
должна рассматриваться на резонансном ре-
жиме работы. Резонанс при колебаниях зубча-
того колеса без демпфера возникает при совпа-
дении частоты вынуждающей силы с одной из 
собственных частот колебаний колеса. Так как 
зубчатое колесо с демпфером сухого трения 
представляет собой структурно-изменяемую 
нелинейную систему [9], само понятие соб-
ственной частоты может быть применено для 
нее весьма условно. При работе демпфера су-
хого трения могут возникать режимы с мгно-
венными остановками и длительными оста-
новками, при этом на каждом режиме резо-
нансная частота будет иметь свое значение.  

В силу наличия нелинейности в виде кон-
такта с сухим трением модальный анализ не 
может быть применен для определения резо-
нансных частот системы зубчатого колеса с 
демпфером. Резонансная частота нелинейной 
системы может быть определена по АЧХ си-
стемы, построенной путем моделирования вы-
нужденных колебаний системы с различными 
частотами возмущающей силы и определения 
амплитуды установившихся колебаний для 

каждой частоты возмущающей силы. Косвенно 
о резонансном режиме работы можно судить 
по знаку и величине работы вынуждающей 
силы за период колебаний. 

Для того, чтобы определить границы зоны 
нахождения резонансных частот системы, 
проведен ее предварительный гармонический 
анализ в диапазоне до 15 000 Гц, результаты 
которого представлены ниже. В исследуемом 
диапазоне находится одна форма колебаний 
системы — первая изгибная форма. 

Система Частота, Гц 
Колесо без демпфера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 934 
Колесо с демпфером, контакт без трения . . . . . .  2 927 
Колесо с демпфером, запертый режим  
работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 741 

 
Построение АЧХ системы. АЧХ системы в 
диапазоне 2 500…4 000 Гц с шагом 50 Гц по ам-
плитуде перемещений точки приложения силы 
при различных величинах поджатия демпфе-
ра d представлены на рис. 4. Коэффициент тре-
ния между демпфером и колесом задан равным 
0,1 [10]. Более точное значение коэффициента 
трения может быть определено эксперимен-
тально по методике, изложенной в [11]. В про-
цессе работы может происходить изменение 
параметров контактирующих поверхностей, в 
частности, их шероховатости, и, как следствие, 
изменение коэффициента трения. Для обеспе-
чения постоянства коэффициента трения в 
процессе эксплуатации конического колеса на 
контактирующие поверхности необходимо 
нанести специальное истирающееся покрытие, 
которое одновременно предохраняло бы по-
верхность конического колеса от возникнове-
ния фреттинг-коррозии. Так как истирание по-
верхности может привести к уменьшению ве-
личины поджатия демпфера, в процессе 
ремонта редуктора следует контролировать 
усилие затяжки гайки. 

Из анализа изображенных на рис. 4 АЧХ си-
стемы видно, что с ростом величины поджатия 
увеличивается резонансная частота системы. 
Амплитуда резонансных колебаний с ростом 
величины поджатия уменьшается до опреде-
ленного минимального значения, которое соот-
ветствует величине поджатия 0,5 мм, после чего 
увеличивается с дальнейшим ростом величины 
поджатия.  

Зависимость работы силы трения за период 
колебаний от частоты возмущающей силы при 
различных величинах поджатия демпфера 
представлена на рис. 5. 
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Зависимость величины времени относи-
тельных остановок демпфера за период колеба-
ний от частоты возмущающей силы при раз-
личных величинах поджатия демпфера пред-
ставлена на рис. 6. 

Из рис. 6 видно, что при поджатии величи-
ной 0,1 мм в контакте демпфера и колеса отсут-
ствуют относительные остановки. При вели-
чине поджатия в 1,1 мм в течение практически 

всего времени установившихся колебаний 
демпфер находится в запертом состоянии. При 
промежуточных значениях поджатия демпфер 
находится как в запертом, так и в состоянии 
относительного скольжения. Следует отметить, 
что время относительных остановок принимает 
минимальное значение в районе резонансного 
режима работы системы. Для демпфера с пара-
метром поджатия, обеспечивающим мини-

 
Рис. 4. АЧХ по амплитуде перемещений точки приложения силы при различных величинах  

поджатия демпфера 
 

 
Рис. 5. Зависимость работы силы трения за период колебаний от частоты возмущающей силы 

 при различных величинах поджатия демпфера 
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мальную амплитуду резонансных колебаний, 
удельное время относительных остановок со-
ставляет 0,47. 

Для наглядного представления изменения 
параметров резонансного режима работы демп-
фера (амплитуда резонансных колебаний и аб-
солютное значение работы силы трения за пери-
од) в зависимости от величины поджатия на от-
дельный график вынесены величины удельной 
амплитуды резонансных колебаний и макси-
мальной работы силы трения за период (рис. 7). 
Удельная амплитуда колебаний дана в долях от 
амплитуды резонансных колебаний колеса без 
демпфера, которая составляет 0,277 мм при ча-
стоте возмущающей силы 2 900 Гц. 

Согласно результатам моделирования ис-
следуемой системы, минимальная амплитуда 
резонансных колебаний наблюдается при под-
жатии 0,5 мм и составляет 0,07424 от амплиту-
ды колебаний шестерни без демпфера.  

Зависимость частоты резонансных колеба-
ний от величины поджатия демпфера пред-
ставлена на рис. 8. Данная зависимость хорошо 
иллюстрирует режим работы демпфера. При 
малых величинах поджатия (0,1…0,2 мм) 
демпфер работает преимущественно на режиме 
мгновенных относительных остановок (см. 
рис. 6), т. е. блокировки масс и структурного 
изменения системы не происходит. Резонанс-
ная частота в таком случае составляет 2 900 Гц, 
что хорошо согласуется с данными гармониче-
ского анализа. При больших поджатиях 
(≥ 1 мм) демпфер работает преимущественно в 
запертом режиме (см. рис. 6). Частота резо-
нансных колебаний в данном случае составляет 
3 300 Гц, что меньше значения, которое полу-
чено в результате гармонического анализа. 

 
Рис. 7. Амплитуда резонансных колебаний (1)  

и абсолютное значение работы силы трения (2)  
за период колебаний в зависимости от величины 

поджатия демпфера 

 
Рис. 8. Зависимость частоты резонансных колебаний 

от величины поджатия демпфера 

 
Рис. 6. Зависимость времени относительных остановок демпфера за период колебаний  

от частоты возмущающей силы при различных величинах поджатия демпфера 
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Данный факт может быть объяснен погрешно-
стью, возникающей в процессе линеаризации 
системы. 

 
Оценка эффективности применения демпфе-
ра сухого трения. Оценка эффективности при-
менения демпфера сухого трения проводится 
путем сравнения декремента колебаний колеса 
без демпфера и колеса с демпфером. Декремент 
колебаний рассчитывается по АЧХ системы 
методом резонансной кривой по следующей 
формуле [12]: 

  0,5

рез

πΔδ ,
3

f
f

 

где 0,5Δf  — ширина пика резонансной кривой 
на амплитуде, равной половине максимальной; 

резf  — резонансная частота. 
На рис. 9 показаны АЧХ колеса без демпфе-

ра, колеса с демпфером при оптимальной вели-
чине поджатия демпфера и колеса с демпфером 
при оптимальной величине поджатия демпфе-
ра с нулевым коэффициентом трения между 
демпфером и колесом. 

Как видно из рис. 9, АЧХ системы без демп-
фера практически идентична АЧХ системы с 
нулевым коэффициентом трения между демп-
фером и колесом. Согласно результатам расче-
та, декремент колебаний колеса без демпфера и 
колеса с демпфером и нулевым коэффициентом 
трения в контакте составил 8 %, с трением и 
оптимальной величиной поджатия — 46,1 %. 
Таким образом, можно сделать вывод о высо-
кой эффективности применения демпфера су-
хого трения для снижения амплитуды резо-
нансных колебаний конических колес. Полу-
ченные данные о влиянии демпфера сухого 
трения на декремент колебаний и резонансную 
частоту системы по своему характеру соответ-
ствуют аналогичным данным, полученным для 
демпферов сухого трения лопаток турбомашин 
[13, 14]. 

 
Рис. 9. АЧХ колеса без демпфера, колеса  

с демпфером при оптимальной величине поджатия 
демпфера и колеса с демпфером при оптимальной 

величине поджатия демпфера с нулевым 
 коэффициентом трения между демпфером  

и колесом: 
——— — без демпфера; - - - — без трения;  

· · · — оптимальные параметры 
 

Выводы 
1. Обоснован выбор расчетной модели взаи-

модействия «коническое колесо — демпфер 
сухого трения». 

2. Установлено влияние параметра поджатия 
демпфера на его режим работы, резонансную 
частоту системы, работу силы трения и макси-
мальную амплитуду резонансных колебаний.  

3. Определено оптимальное по критерию 
минимума амплитуды резонансных колебаний 
значение поджатия демпфера. 

4. Рассчитан декремент колебаний системы 
«коническое колесо — демпфер сухого трения» 
с оптимальным параметром поджатия демпфе-
ра, который составил 46,1%. Полученный ре-
зультат позволяет сделать вывод о высокой 
эффективности применения демпфера сухого 
трения для снижения амплитуды резонансных 
колебаний конического колеса. 
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