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Известно, что пружины, как правило, в основном работают в упругой области их де-
формирования. Однако с появлением нового класса материалов, в частности облада-
ющих эффектом памяти формы, рабочая область деформирования пружин расширя-
ется и может включать и неупругую зону. Следовательно, изучение условия деформи-
рования пружин за пределами упругости является важной задачей. Приведен расчет 
составных цилиндрических пружин с эффектом памяти формы, рассмотрены процес-
сы нагрузки, разгрузки, а также генерации реактивных усилий при их нагреве в обла-
сти температур фазового перехода. Проанализирована генерация реактивных усилий 
пружины при совместной работе с пружиной, не обладающей эффектом памяти фор-
мы, при последовательном и параллельном соединении. Определена зависимость 
максимального реактивного усилия от нагрузки в момент разгрузки пружин. Выпол-
нено сравнение полученных результатов при параллельном и последовательном со-
единении пружин. 
Ключевые слова: эффект памяти формы, зона упругости, цилиндрическая пружина, 
нагрузка, разгрузка, реактивные усилия. 

It is known that springs work mainly in the elastic zone of deformation. However, with the 
emergence of a new class of materials, particularly those with shape memory effect, the 
working zone of spring deformation increases and can include the inelastic zone. Therefore, 
it is important to study spring deformation conditions beyond the elasticity limits. An anal-
ysis of composite coil springs with memory shape effect is presented; loading, unloading, 
and recovery force upon heating in the temperature range of phase transformation are con-
sidered.  Recovery force is analyzed when the springs are connected in series or in parallel 
with springs without the shape memory effect. A dependence of the maximum recovery 
force upon loading at the moment of unloading is determined. The results for the springs 
connected in series and in parallel are compared. 
Keywords: memory shape effect, elasticity zone, coil spring, loading, unloading, recovery 
force. 
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Благодаря своим свойствам сплавы с эффектом 
памяти формы (СЭП) нашли применение в ин-
новационных технологиях. Однако для успеш-
ного использования СЭП следует учитывать 
как их технологические свойства, так и спрос на 
рынке. Наибольший интерес к СЭП обусловлен 
их суперэластичностью (медицина) и возмож-
ностью многократного изменения формы ак-
тивных элементов (интеллектуальные техноло-
гии). Производителям медицинского оборудо-
вания и разработчикам интеллектуальных 
технологий необходимы материалы с более вы-
сокими эксплуатационными характеристиками. 
Поэтому достижения в этих областях способ-
ствуют интенсивным исследованиям, направ-
ленным на разработку СЭП, и, вероятно, эти 
исследования расширятся еще больше с увели-
чением потребности в интеллектуальных тех-
нологиях. 

Следует отметить, что эффект памяти фор-
мы (ЭПФ) и генерация реактивных усилий 
проявляются только при наличии неупругих 
деформаций (мартенситной природы) [1–3], 
поэтому важными этапами при проектирова-
нии конструкций, работающих за пределом 
упругости, являются: определение предельной 
нагрузки, после которой возникают неупругие 
деформации (далее фазовые деформации); рас-
чет значений неупругих деформаций; изучение 
разгрузки и остаточных деформаций; исследо-
вание реактивных усилий, возникающих в 
условиях воспрепятствования ее формовосста-
новлению. 

Цель работы — исследование составных ци-
линдрических витых пружин растяжения, одна 
из которых изготовлена из СЭП и характеризу-
ется ЭПФ. При этом считаем, что витые пру-
жины работают на кручение.  

Пусть вначале процесс деформирования 
происходит изотермически в области темпера-
тур существования устойчивой мартенситной 
фазы. В этом случае при нагружении пружины 
с ЭПФ неупругие деформации образуются за 
счет реакции «мартенсит–мартенсит». При 
этом значения напряжений, при которых начи-
нают образовываться неупругие деформации, 
значительно меньше предела дислокационной 
текучести материала, а максимальное значение 
неупругих деформаций во много раз больше 
значения деформации, соответствующей дис-
локационной площадки текучести. 

Примем, что одна из пружин имеет неогра-
ниченную упругость и модуль сдвига G1, а вто-
рая пружина обладает ЭФП; диаграмма сдвига 
второй пружины имеет вид двухзвенной лома-

ной линии. В упругой области деформирования 
модуль сдвига второй пружины 

 2 .G G  
Здесь G — модуль сдвига материала в мартен-
ситном состоянии. В неупругой области дефор-
мирования модуль сдвига равен nG, где n — 
безразмерный параметр, характеризующий сте-
пень упрочнения материала  (0 1).n  Каса-
тельное напряжение, соответствующее началу 
фазовой текучести второй пружины, обозна-
чим ф.т. Учитывая, что ф.т намного меньше 
дислокационного предела текучести, считаем, 
что при изотермическом нагружении во второй 
пружине возникают неупругие деформации 
только мартенситной природы, т. е. фазовые 
деформации. 

Рассмотрим два вида соединения пружин: 
последовательное и параллельное. 

 
Последовательное соединение пружин. Пусть 
последовательно соединенные пружины растя-
гиваются силой P (рис. 1). 

При упругой деформации связь между осе-
вым перемещением   и воспринимаемой на-
грузкой P описывается зависимостями  

     1 1 2 2/ ; / ,P z P z   (1) 
где z1 и z2 — жесткости пружин, определяемые 
через геометрические и механические парамет-
ры пружин, 

  
44

1 21
1 23 3

1 21 2
; .

8 8
G dG dz z

D i D i
  

Здесь D и d — диаметр пружин и проволоки 
соответственно; i — количество витков пру-
жин. 

Очевидно, что полное перемещение конца 
пружины составляет  
       1 2 / ,P z  (2) 
где z — жесткость составной пружины.  

 
Рис. 1. Последовательное соединение двух пружин: 

1 — упругая пружина; 2 — пружина с ЭПФ 
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С учетом формулы (1) 

 

1 2

1 2
.z zz

z z
 

Если значения максимальных касательных 
напряжений во второй пружине меньше значе-
ния ф.т, то рассматриваемая система будет ра-
ботать в упругой области деформирования. То-
гда нагрузка, после которой она переходит в 
неупругую область, рассчитывается по формуле 

   
3
2

ф.т ф.т
2

.
8

dP
D

 (3) 

Подставляя значение Pф.т в формулы (1) и 
(2), имеем 

  


      
2ф.т 22

2ф.т ф.т ф.т 2ф.т
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; .
P D i z
z G d z

   (4) 

Отсюда зависимость осевого перемещения 
от нагрузки для данной системы в безразмер-
ном виде описывается равенством 
    .P   (5) 
Здесь     ф.т ф.т/ , /P P P  — соответственно 
безразмерные осевое перемещение и растяги-
вающая сила. 

Неупругая деформация цилиндрической пру-
жины растяжения рассмотрена в работе [3]. 
Осевое перемещение такой пружины рассчи-
тывается по формуле  

   
2

2
,

( , )
P

k n z
   (6) 

где ( , )k n  — коэффициент жесткости на круче-
ние вследствие появления неупругих деформа-
ций;   — безразмерный параметр, характеризу-
ющий глубину зоны неупругих деформаций, 
  ф.т 0/r r  (rф.т — радиус прутка в области каса-
тельных напряжений, равных ф.т; 0 2/2r d  — 
радиус прутка). Для расчета ( , )k n  авторами 
данной статьи получена следующая форму- 
ла [4]: 

            
 

3 44 1( , ) 4 1 .
3 3 3

k n n   (7) 

С учетом формулы (6) полное осевое пере-
мещение пружины  
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Последнюю формулу можно привести к без-
размерному виду: 
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Здесь  1 2/ .с z z  Отсюда 
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При последовательном соединении пружин 
можно показать, что параметр , характеризу-
ющий глубину зоны неупругих деформаций, 
связан с безразмерным осевым перемещением 
пружины с памятью формы 2  зависимостью 

    21/ ,   (9) 
где    2 2 2ф.т/ .  

Учитывая, что   2 2[ ( , ) ],P k n z  а  2ф.т  
 ф.т 2 ,P z  для 2  получаем формулу 

    2 / ( , ).Р k n    (10) 
Здесь  ф.т ф.т/ , .P P P P P   

В рассматриваемом случае диаграмма де-
формирования первой пружины для упругой 
области ( 1)P  строится на основании зависи-
мости (5), а в случае неупругой деформации 
второй пружины ( 1)P  — на основании фор-
мулы (8). Приведем алгоритм построения этой 
зависимости при 1.P  При известных пара-
метрах c и n зададимся глубиной зоны неупру-
гих деформаций  ( 1),  затем определим зна-
чение ( , )k n  по формуле (7). По формулам (9) 
и (10) находим 2  и ,P  а по формуле (8) — осе-
вое перемещение при последовательном со-
единении пружин. Таким образом, алгоритм 
представляет собой следующую цепочку вы-
числений: 

     2, ( , ) .c n k n P  
 

Параллельное соединение пружин. Пусть па-
раллельно соединенные пружины растягивают-
ся силой P в осевом направлении (рис. 2).  

При упругой деформации осевые перемеще-
ния пружин  в зависимости от растягивающих 
их усилий N определяются следующими фор-
мулами: 

     1 1 1 2 2 2/ ; / .N z N z   (11) 

 
Рис. 2. Параллельное соединение двух пружин: 

1 — упругая пружина; 2 — пружина с ЭПФ 
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Уравнение равновесия и условие совместно-
сти деформации этой системы имеет вид 

       1 2 1 2; .N N P  (12) 
Решая уравнения (11) и (12), находим усилия 

в пружинах, а также связь осевого перемеще-
ния пружин с растягивающей силой P:  

     
 1 2

1; ; ,
1 1

c PN P N P
c c z

  (13) 

где z — жесткость параллельно соединенных 
пружин,  

  1 2 .z z z  
Найдем силу Pф.т, после достижения которой 

вторая пружина переходит в неупругое состоя-
ние. Очевидно, что при этом 2 2ф.т ,N N  а зна-
чение 2ф.тN  рассчитывается по формуле (3). 
Тогда для рассматриваемого случая получаем 

    
3
2

ф.т ф.т
2

(1 ) .
8

dP c
D

   (14) 

При этом, согласно зависимости (13), осевое 
перемещение пружины  

   ф.т ф.т / .P z   (15) 
Используя формулы (14) и (15), запишем в 

безразмерном виде зависимость усилий и осе-
вого перемещения данной системы от нагрузки: 

     
 1 2

1; ; .
1 1

cN P N P P
c c

  (16) 

Здесь 1 1 ф.т/ ;N N P  2 2 ф.т/ ;N N P     ф.т/ ;  
 ф.т/ ,P P P  где значения ф.тP  и ф.т  находят по 

формулам (14) и (15). 
Для неупругой деформации, как и упругой, 

справедливы уравнения равновесия и совмест-
ности деформаций (12), но в них перемещение 

второй пружины определяется по формуле (6) в 
следующем виде:  

   

2

2
2

.
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N
k n z

  (17) 

Решая уравнения (12) и (13), находим 

  


 
   1 2
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; .
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k ncN P N P

k n c k n c
  (18) 

Связь удлинений с растягивающей силой P 
рассчитываем по формуле (11) или (17): 

    
  1

,
( , )

cP
k n c z

 

или 
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.
( , )

P
k n c z

  (19) 

Представим зависимости (18) и (19) в без-
размерном виде: 
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;  
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;
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k n
N P

k n c
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При параллельном соединении усилия и пе-
ремещения пружин при упругом деформирова-
нии определяются формулами (16), а в случае 
перехода второй пружины в неупругое дефор-
мирование — формулами (20).  

Учитывая, что по условию совместности де-
формаций   2 ,  можно показать, что  
         2 2 2ф.т ф.т/ / .   

В этом случае алгоритм вычислений при не-
упругой деформации второй пружины пред-

 
Рис. 3. Зависимость P  от   для n = 0,01:  

а — последовательное соединение пружин; б — параллельное соединение пружин; 
1 — с = 0,5; 2 — с = 1,0; 3 — с = 1,5 
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ставляет собой следующую цепочку вычис- 
лений:  
      p р 1 2, ( , ) .с n k n P N N  

Зависимости P  от   при работе пружин 
в области упругой и неупругой деформации 
при последовательном и параллельном соеди-
нениях показаны на рис. 3. Следует отметить, 
что даже при равных значениях P  растягива-
ющие усилия пружин разные вследствие разли-
чия нагрузки Pф.т, которая определяется форму-
лами (3) и (14).  

Для параллельно соединенных пружин зави-
симости между 1,N  2N  и P  приведены на 
рис. 4.  

 
Разгрузка и определение остаточных удлине-
ний. Пусть разгрузка происходит с некоторой 
нагрузки Pр, бóльшей чем Pф.т, т. е. р ф.т .P P  Для 
последовательного соединения пружин нагруз-
ка Pф.т определяется формулой (3). Считаем, что 
разгрузка осуществляется по упругому закону. 
Очевидно, что при полной разгрузке остаточ-
ные усилия в пружинах будут равны нулю, а 
остаточное удлинение по формулам (5) и (8) 
будет равно 

  
 
 


    


ру
ост р р р

р

1
.

1
c k

P
k c

   (21) 

Здесь    ост ост ф.т/ ,  где ф.т  определяется 
формулой (4);  p р( , )k k n  — значение коэф-
фициента ( , )k n  в момент разгрузки от силы 

p p ф.т/ ,P P P  при этом параметр , соответству-
ющий силе Pр, равен p. 

Таким образом, по формуле (21) можно 
определить остаточные перемещения состав-
ной пружины при последовательном соедине-
нии. В этом случае задаемся глубиной зоны не-
упругих деформаций перед разгрузкой, т. е. p, 
а затем находим усилие разгрузки pP  и опреде-

ляем ост ,  т. е. получаем следующий алгоритм 
вычислений: 
      p р 2p p ост, ( , ) .с n k n P  

Для параллельного соединения пружин на-
грузка Pф.т определяется формулой (14). Посту-
пая аналогично изложенному выше, по форму-
лам (20) получаем 

  


 


p
ост p

p

1
.

k
P

k c
  (22) 

Вычитая от усилий в стержнях при нагруз-
ке Pp их значения, определяемые при их упру-
гой работе, находим значения остаточных уси-
лий при полной разгрузке данной конструкции. 
Запишем их в следующем виде: 

  

 
  

 
  




 




 

p
p1ост

p

p
p2ост

p

1
;

1

1
.

1

с k
N P

c k c

с k
N P

c k c

  (23) 

Здесь  ф.т ф.т1ост 1ост 2ост 2ост/ ; / .N N P N N P  
Полагая kp < 1, из последних формул следует, 

что 1ост 0,N  а 2ост 0,N  причем 1ост 2ост .N N  

 
Рис. 5. Зависимости 1остN  от pP  при параллельном 

соединении пружин при n = 0,01: 
1 — с = 0,5; 2 — с = 1,0; 3 — с = 1,5 

 
Рис. 4. Зависимость 1N  и 2N  от P  при параллельном соединении пружин для n = 0,01: 

а — с = 0,5; б — с = 1,0; в — с = 1,5; 1 — 1;N  2 — 2N  
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Таким образом, в процессе полной разгруз-
ки первая пружина растягивается, а вторая 
пружина сжимается усилием 1ост .N  

Остаточные перемещения и усилия состав-
ной пружины при параллельном соединении в 
соответствии с формулами (22) и (23), опреде-
ляют по следующему алгоритму: 

 
      

 
p p p p ост

1ост 2ост

, ( , )

.

c n k n P
N N

 

Зависимости 1остN  от pP  для параллельно 
соединенных пружин показаны на рис. 5.  

 
Реактивные усилия. При определении реак-
тивного усилия, развиваемого пружиной, обла-
дающей ЭПФ, считаем, что остаточная фазовая 
деформация в процессе формовосстановления 
исчезает полностью и характеристические тем-
пературы фазовых превращений не зависят от 
напряжений. 

Рассмотрим процесс нагрева пружины с 
ЭПФ (в нашем случае второй пружины) только 
в области температур фазового перехода, т. е. от 
Ан до Ак. 

При последовательном соединении пружин 
условие совместности деформаций при изме-
нении температуры нагрева на величину dT 
имеет вид 

         1 2 2 п.ф .R td d   (24) 
Здесь 1 и 2R — осадка первой и второй пру-
жины от действия реактивной силы R соответ-
ственно; 2t — температурная осадка второй 
пружины; п.ф — осадка пружины, обусловлен-
ная ЭПФ. 

Далее считаем, что процесс формовосста-
новления происходит упруго, т. е. возникаю-
щая при нагреве реактивная сила не вызывает 
в пружине с ЭПФ появление неупругих фазо-
вых деформаций. Следовательно, можно запи-
сать 

      1 2 / .R R z  
Очевидно, что температурная осадка пру-

жины 

     2 нагр н( ) ,Т H T T A   
где нагрH  — высота пружины после разгрузки 
перед нагревом; ( )T  — коэффициент темпера-
турного расширения материала пружины; T — 
текущая температура. 

Пусть ( )T  меняется по линейному закону, 
т. е.  
    ( ) ,T a b T  

где  ,a b  — коэффициенты, определяемые 
экспериментально. Тогда  

       2 нагр н ( ) .Td H b T A Т dT   

При нагреве накопленная при кручении фа-
зовая деформация снижается по линейному 
закону в зависимости от температуры [3]. Сле-
довательно 

    

ост

п.ф н
к н

.T A
A A

  

Отсюда  

   

ост

п.ф
к н

.d dT
A A

  

С учетом приведенных выше формул урав-
нение (24) примет следующий вид: 

 
              

ост
нагр н

к н
( ) .Rd H b T A T dT

z A A
 

Интегрируя это уравнение от Aн до T с уче-
том того, что при T = Aн реактивная сила R 
должна быть равна нулю, находим 

          
ост

н нагр
к н

( ) ( ) ( ) .R T z T T A H T
A A

  (25) 

Здесь  

 

1 2

1 2

( )( ) .
( )

z z Tz T
z z T

 

Полагая в формуле (25) второе слагаемое 
малым по сравнению с первым и пренебрегая 
им, получаем 

  


н
ост

к н
( ) ( ) .T AR T z T

A A
  

Представим эту формулу в безразмерном 
виде: 

  


н
ост

к н

( )( ) ,z T T AR T
z A A

  (26) 

где  ф.т( ) ( )/ .R T R T P  Здесь Рф.т определяется по 
формуле (3). 

Определим максимальную реактивную силу, 
развиваемую последовательно соединенной пру-
жиной по формуле (26): 

   к
max к ост

( )( ) .z AR R A
z

  

Подставив значение остаточного удлинения 
пружины, выраженное через усилие разгрузки 

p ,P  получим  

 
 
 





p

max p
p к

1
.

1 ( )
c k

R P
k c A

  

Здесь к 1 2 к( ) / ( ).c A z z A  
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Алгоритм определения max :R  зададимся ха-
рактеристиками пружины n, c и c(Aк) с учетом 
того, что  p p 2p ,P k  а   2p p1/ .  Далее вычис-
ления проводятся по цепочке:  
     p p 2p p max .k P R  

При параллельном соединении пружин спра-
ведливо следующее условие совместности де-
формаций:  
      1 2 п.ф ,d d d    (27) 
где  1 1 1/ ;R z     2 2 2 2ф.т/ ;R z  R1 и R2 — ре-
активные усилия в первой и второй пружинах. 
При этом уравнение равновесия имеет вид 
     1 2 1ост 2ост .R R N N R   (28) 

Решая совместно уравнения (27) и (28), с 
учетом формул, рассмотренных для последова-
тельного соединения пружин, получаем для 
реактивного усилия следующую формулу: 

         
ост

нагр н
к н

( ) 1 ( ) ( ) ( ) .R T c T H T z T T A
A A

 

Аналогично предыдущему случаю, прене-
брегая вторым слагаемым в виду его малости, 
имеем 

     
 


ост н

к н
( ) 1 ( ) ( ).

T A
R T с Т z Т

A A
  

Найдем значение максимальной реактивной 
силы:  
     max к ост к 2 к( ) 1 ( ) ( ).R R A с A z A   

Приведем эту формулу к безразмерному ви- 
 

ду, поделив ее на Pф.т, определяемую по форму-
ле (14): 

   


к 2 к
max ост

2

1 ( ) ( ) .
1
c A z AR

с z
  (29) 

Подставив в формулу (29) значение ост ,  
получим 

 


pк
max

к p

11 ( ) .
1+ ( )

kc A сR P
с с A k c

  

Здесь учтено, что 

  2 к

2 к

( ) .
( )

z A c
z c A

 

Зависимости максимальных реактивных 
усилий maxR  от значения нагрузки в момент 
разгрузки pP  приведены на рис. 6. В расчетах 
принималось, что жесткость пружины с ЭПФ в 
аустенитном состоянии в 2 раза больше ее зна-
чения в мартенситном состоянии. На рисунке 
видно, что при разгрузке с некоторого значения 

pP  значение реактивного усилия maxR  может 
превышать значение нагрузки p ,P  особенно 
при последовательном соединении пружин 
(рис. 6, а). 

Таким образом, в результате исследования 
получены зависимости осевых перемещений 
пружин от нагрузки при последовательном и па-
раллельном их соединении с учетом неупругой 
деформации. Выведены формулы для расчета 
остаточных перемещений пружин в зависимости 
от усилий разгрузки. Определены значения реак-
тивных усилий развиваемых пружинами при 
рассмотренных видах соединений. 
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Рис. 6. Зависимости maxR  от pP  при последовательном (а) и параллельном (б) соединении пружин  

для n = 0,01: 
1 — с = 0,5; 2 — с = 1,0; 3 — с = 1,5 
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