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В настоящее время вопросам создания систем активной безопасности автомобилей, 
обеспечивающих повышение устойчивости и управляемости, автомобилестроители 
уделяют все большее внимание. В работе качественно исследованы устойчивость и 
управляемость колесных машин и проанализированы принципиальные решения спо-
собов управления движением машин, способствующие повышение их курсовой и 
траекторной устойчивости. Методами аналитического исследования устойчивости 
движения колесных машин установлено, что введение управления вида «пропорцио-
нально-дифференциальный регулятор», обеспечивающего динамическую стабилиза-
цию колесной машины при движении как прямолинейно, так и по криволинейной 
траектории, повышает запас устойчивости движения. Результаты исследований могут 
быть полезны предприятиям автомобильной отрасли, специализирующимся на  про-
ектировании и производстве, в первую очередь, двухосных колесных машин различ-
ного класса и назначения, а также организациям, разрабатывающим системы управ-
ления для колесной транспортной техники. 
Ключевые слова: колесная машина, активная безопасность, курсовая устойчивость, 
траекторная устойчивость, управляемость. 

The development of active safety systems of vehicles is very important since they enhance 
stability and controllability. In this paper, the qualitative study of the stability and controlla-
bility of wheeled vehicles is performed and principal solutions to the motion control prob-
lem that increase the course and trajectory stability of vehicles are analyzed. Analytical 
methods are used to study the motion stability of wheeled vehicles. It has been found that 
the PID controller providing the dynamic stabilization of a wheeled vehicle in its rectilinear 
or curvilinear motion increases the motion stability margin. The results of research can be 
used by automotive industry enterprises to design and produce two-axle wheeled vehicles of 
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various classes and purposes, as well as by the organizations that develop control systems for 
wheeled transport.  
Keywords: wheeled vehicle, active safety, course stability, trajectory stability, controllability.

В настоящее время в связи с повсеместным 
массовым использованием автомобилей авто-
мобилестроители все большее внимание уделя-
ют управляемости и тесно с ним связанным 
свойством их устойчивости, так как эти свой-
ства во многом определяют активную безопас-
ность автомобиля [1]. Вопросами создания си-
стем активной безопасности автомобилей, 
обеспечивающих повышение устойчивости и 
управляемости, активно занимаются и за рубе-
жом. Исследования ведутся по двум направле-
ниям. Во-первых, создаются системы динами-
ческой стабилизации (СДС) для двухосных 
коммерческих автомобилей, принцип действия 
которых основан на изменении крутящих мо-
ментов, подводимых к ведущим колесам. При 
этом все более актуальным и целесообразным 
становится использование различных систем 
полного привода. Распределение тягового уси-
лия на все колеса позволяет использовать весь 
вес автомобиля в качестве сцепного, что поло-
жительно сказывается на динамических каче-
ствах автомобиля, проходимости и позволяет 
реализовать алгоритмы управления, улучшаю-
щие управляемость и курсовую устойчивость 
автомобиля. Разработке этих методов посвяще-
ны, например, работы [2, 3].  

Во-вторых, повышение устойчивости и 
управляемости обеспечивается за счет введения 
автоматического корректирующего изменения 
угла поворота управляемых колес (подрулива-
ния) [4–6]. Возможно комбинированное управ-
ление на основе указанных подходов [7]. Одна-
ко, описывая принцип работы СДС, авторы не 
раскрывают информацию о методах вычисле-
ния величин стабилизирующих воздействий, 
что, несомненно, составляет коммерческую 
тайну производителей. Также отсутствует си-
стемный анализ того, какие из способов стаби-
лизации (или их комбинации) являются наибо-
лее эффективными для автомобилей различно-
го класса. 

Цель работы — качественное исследование 
устойчивости и управляемости колесных ма-
шин (КМ) и принятие принципиальных реше-
ний по способам управления движением ма-
шин, обеспечивающих повышение их курсовой 
и траекторной устойчивости. 

В общем виде аналитическое исследование 
управляемости и устойчивости КМ представля-
ет большие трудности. Поэтому рассмотрим 

движение КМ с большими скоростями и малы-
ми углами поворота управляемых колес. 

Математическая модель движения КМ. Для 
решения задачи исследования устойчивости 
движения КМ разработаем математическую 
модель движения, основываясь на следующих 
допущениях: 

• углы увода правого и левого колес каждой 
оси одинаковые; 

• углы поворота управляемых колес и углы 
увода колес малы, т.е. не превышают 10°; 

• касательные реакции, действующие на пра-
вое и левое колеса одной оси, одинаковые; 

• углы поворота правого и левого управляе-
мых колес одной оси одинаковые; 

• коэффициенты сопротивления уводу всех 
колес оси одинаковые. 

Расчетная схема сил, действующих на мно-
гоосную КМ, приведена на рис. 1. 

Уравнения движения КМ в соответствии с 
принятыми допущениями, можно записать в 
следующем виде: 
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Рис. 1. Схема сил, действующих на КМ 
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где Ga — вес автомобиля (КМ); n — число осей 
машины; L — колесная база; li  — расстояние от 
передней до i-й оси КМ; a, b — расстояние  
от центра тяжести КМ до первой и последней 
оси соответственно; Bкi — колея i-й оси; 

cp л пp( )/2i i i   
  

— средний угол поворота 
колес i-й оси; Xi — продольная сила, действую-
щая на колеса i-й оси со стороны дороги; Yi — 
боковая сила, действующая на колеса i-й оси со 
стороны дороги; Zi — нормальная сила, дей-
ствующая на колеса i-й оси со стороны дороги; 

л пp( )/2i i i      — средний угол увода колес  
i-й оси; Py — суммарная внешняя боковая сила, 
приложенная к центру масс КМ; Mz — суммар-
ный стабилизирующий момент, действующий 
на КМ относительно вертикальной оси Z, про-
ходящей через центр масс КМ; fiM  — сумма 

всех моментов сопротивления, действующих на 
колеса КМ;  a /xj dV dt  — проекция ускорения 
центра тяжести на продольную ось КМ; jy — 
проекция ускорения центра тяжести на попе-
речную ось КМ; hC — высота центра тяжести 
КМ; a — угловая скорость поворота продоль-
ной оси КМ относительно оси Z; Va — скорость 
движения КМ; Vy — проекция линейной скоро-
сти центра тяжести машины на ось Y; Ωкi — уг-
ловая скорость поворота управляемых колес i-й 
оси; Jz — момент инерции КМ относительно 
вертикальной оси, проходящей через центр тя-
жести КМ; а — угол поворота продольной оси 
КМ. 

Представим выражение для стабилизирую-
щего момента  Mz в следующем виде: 
        1 1 2 1( ) ( )z n nM C C . (13) 
Здесь C1 и C2 — коэффициенты усиления. 

Покажем, что введение управления (13) в 
уравнения движения КМ (рис. 2) повышает 
устойчивость ее движения, так как система ста-
новится замкнутой. 

При малых углах поворота управляемых ко-
лес пренебрежение в уравнениях (2) и (4) чле-
нами, содержащими касательные реакции, не 
приводит к существенным ошибкам. Следова-
тельно, в ряде случаев можно не только исклю-
чить члены, содержащие касательные реакции, 
но и пренебречь влиянием этих реакций на ко-
эффициенты сопротивления боковому уводу 
шин. Тогда дифференциальные уравнения для 
изменения углов увода КМ можно представить 
в общем виде: 
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Рис. 2. Замкнутая система управления 
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Уравнения (14) и (15) известными методами 
можно привести к линейному уравнению 2-го 
порядка с постоянными коэффициентами: 

       1 1 1 1;m p q  (16) 

        .n n n nm p q  (17) 
Выражения для q1, qn  можно записать в сле-

дующем виде:  
• для криволинейного движения  

 
       
       

 
 

1 1cp 1cp 1cp

1cp 1cp 1cp

,
;

DC DC

n DC DC

q A B EM MM
q C D FM MM V

 (18) 

• для прямолинейного движения  
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• для двухосных КМ с передними управляе-
мыми колесами 
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• для многоосных КМ со всеми управляемы-
ми колесами 

 

  
     

  
 

2
2

1 1a a

2 1 ,
n ny

i i
i iz z z

K g a am n l l
V G J J J

 

 
  

       
   
  

22
2

2
1 1 1a a

,
n n ny y

i ii
i i iz z

gK K
p l l a l

G J V J
 

     
 

         
 

1 1

1 n ny
i i P i

i iz P

K
A a l L l x a l

J L x
 

 
 


    


 

2
2 2

2
1 1a a

1n ny
i Pi i

i iz P

gK
l l L l x

G J V L x
 

 
 

          
 

2
2

1 1

1 ,
n n

i i Pi
i iP

l l L l x
L x

 

 

  
      

  
 

2
2

1 1a a

2 1n ny y
i i

i iz z z

K aKg bB n l l
V G J J J

 

 


          


1 a
,

ny i
y i P

iP z

K g a lK a L l x
L x G J

 

  


     


1

1 ny
i i P

iz P

K
C a l L l x

J L x
 

   
 

       
 

2

2
1 1a a

1n ny
P i i i

i iz P

gK
x a l L l l

G J V L x
 

     
  

       


  
1 1 1

,
n n n

i P i i P
i i i

L l x L l L l x  

 

           
 

2
2

1 1a a

1 2 1n ny
i i

i iP z z z

K g a aD n l l
V L x G J J J

 

 
 

       
 

 
1 1 a

,
n n i

i P P
i i z

g a lL l x x b
G J

 

    2
a a a a a

; ; ; .y P

z z

K gL ga xE F M N V
G J V J V V G L

 

  (21) 
 
Исследование устойчивости дифференци-

альных уравнений движения КМ, оснащен-
ных СДС. При проектировании систем автома-
тического управления стремятся обеспечить их 
устойчивость с некоторой гарантией, чтобы 
изменение параметров системы в процессе ее 
работы не могли вывести систему из устойчи-
вого состояния. Для реализации этого принци-
па необходимо, чтобы система обладала опре-
деленным запасом устойчивости. Запас устой-
чивости определяет удаленность параметров 
системы от границы устойчивости. Запас 
устойчивости по модулю может быть рассчитан 
по формуле [8] 
    1/ ,W j  (22) 
где  W j  — модуль передаточной характе-
ристики системы. 

Управление (13) повышает устойчивость за-
мкнутой системы по сравнению с разомкнутой 
системой, если выполняется условие  

   зам раз/ 1.  (23) 
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Для исследования влияния управления (13) 
на устойчивость движения КМ рассмотрим от-
дельно случаи прямолинейного и криволиней-
ного движения.  

Прямолинейное движение: 
• разомкнутая система. Проведем процедуру 

преобразования уравнений (16) и (17) по 
Лапласу: 

       
2

1( ) ( ) ( );y ys s ms p EbP s NsP s  (24) 

 2( ) ( ) ( ),n y ys s ms p FaP s NsP s        (25) 
где s — оператор преобразования Лапласа. 

Вычтя из уравнения (25) уравнение (24) и 
введя обозначение δА = δn – δ1, получим 
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• замкнутая система. Для замкнутой (с 
управлением вида (13)) системы уравнение, 
аналогичное уравнению (26), имеет вид 

 2
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Передаточная функция замкнутой системы 

 а ( )( )
( )y

jW j
P j
   


 

  
   

    
 

     

2
1

22 2 2
1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Fa Eb p F E C
p F E C m F E C

 

 
   

   


     
2

2 22 2
1 2

( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

j Fa Eb m F E C
p F E C m F E C

 (29) 

Условие (23) увеличения запаса устойчиво-
сти замкнутой системы по сравнению с разо-
мкнутой эквивалентно выполнению следующих 
двух условий: 
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Очевидно, что неравенства (30) и (31) вы-
полняются. 

Криволинейное движение: 
• разомкнутая система. Уравнение, анало-

гичное уравнению (26), имеет вид 
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• замкнутая система. Для замкнутой (с 
управлением вида (13)) системы уравнение, 
аналогичное уравнению (26), имеет вид 
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 а

1cp

( )( )
( )
jW j
j

   
 

 

   
   

      
 

     

2 2
1

2 22 2
1 2

( ) ( 1) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

C A V p F E C
p F E C m F E C

 

  
   

   
 

     

2
2

2 22 2
1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

D B m F E C
p F E C m F E C

 

  
   

   
 

     

2
1

2 22 2
1 2

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

D B p F E C
p F E C m F E C

 

  
   

    


     

2
2

2 22 2
1 2

( ) ( )
.

( ) ( ) ( )
C A m F E C

p F E C m F E C
 (35) 

Условие (23) увеличения запаса устойчиво-
сти замкнутой системы по сравнению с разо-
мкнутой в данном случае эквивалентно выпол-
нению следующих двух условий: 
 

22 2 2 2 2
1( ) ( ) ( )p m p F E C           

     22
2( ) ;m F E C  (36) 

  22 2 2( ) ( 1) ( ) ( )C A V p D B m           

  22 2 2( )( ) ( )D B p m C A           

 2 2
1( ) ( 1) ( ) ( )C A V p F E C                
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 2
2( ) ( )D B m F E C         

 2 2
1( ) ( )( )D B p F E C         

       
22

2( ) ( ) .C A m F E C  (37) 
Очевидно, что неравенства (36) и (37) также 

выполняются. Следовательно, введение управ-
ления вида (13), обеспечивающего динамиче-
скую стабилизацию КМ при движении как 
прямолинейно, так и по криволинейной траек-
тории, повышает запас устойчивости системы. 

Рассмотрим требования к коэффициентам 
усиления С1 и С2 регулятора (13) с точки зрения 
обеспечения устойчивости системы. Характе-
ристическое уравнение, одинаковое для урав-
нений (16) и (17), имеет вид 

 2 0.m p      (38) 
Любое решение однородной системы диф-

ференциальных уравнений устойчиво тогда и 
только тогда, когда устойчиво тривиальное ре-
шение. Отсюда следует, что в линейной одно-
родной системе с непрерывными коэффициен-
тами из устойчивости хотя бы одного решения 
вытекает устойчивость всех остальных реше-
ний, и наоборот, если неустойчиво хотя бы од-
но решение, то все остальные решения также 
неустойчивы [9]. 

Однородная система дифференциальных 
уравнений, все решения которой устойчивы, 
называется устойчивой системой. 

Необходимое условие устойчивости — по-
ложительность всех коэффициентов характери-
стического уравнения (38). В том случае, если 
один из коэффициентов отрицателен — линей-
ную систему нельзя считать устойчивой. Для 
уравнений 1-го и 2-го порядка условие положи-
тельности коэффициентов характеристическо-
го уравнения является, кроме необходимого, 
еще и достаточным. Это можно охарактеризо-

вать тем, что уравнения 1-го и 2-го порядка 
просты для нахождения корней. 

Подставим в уравнения (14) и (15) выраже-
ние для стабилизирующего момента (13). Тогда 
уравнения (14) и (15) приводятся к виду 
 ( ) ( ) ( ).t A t bu t     
Здесь u(t) — управляющее воздействие. 

На основании необходимого и достаточного 
условия устойчивости уравнения (38) с управ-
лением (13) получим область определения ко-
эффициентов C1 и C2 для двухосных КМ: 
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Для многоосных КМ область определения 
коэффициентов C1 и C2 задается следующим 
образом: 
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  (40) 

Выводы 
1. Методами аналитического исследования 

устойчивости движения КМ установлено, что, 
введение управления вида «пропорционально-
дифференциальный регулятор», обеспечиваю-
щего динамическую стабилизацию КМ при 
движении как прямолинейно, так и по криво-
линейной траектории, повышает запас устой-
чивости движения. 

2. Получены области определения коэффи-
циентов усиления пропорционально-диффе-
ренциальных регуляторов СДС, обеспечиваю-
щих устойчивость замкнутой системы. 
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