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Зубчатые передачи с переменным передаточным отношением известны давно. Они 
описаны еще в трудах Леонардо да Винчи и других механиков. В коллекции моделей 
зубчатых передач Редтенбахера, Рело, Шредера, Клер входило несколько механизмов 
с некруглыми зубчатыми колесами весьма разнообразными по форме. Потребность в 
подобных механизмах была всегда, но методы их изготовления и до настоящего вре-
мени сложны и трудоемки. В статье приведены исторические сведения о передачах с 
некруглыми колесами и примеры их современного применения. На учебных моделях 
из коллекции механизмов МГТУ им. Н.Э. Баумана рассмотрены кинематические ха-
рактеристики таких передач, показана связь между передаточным числом и переда-
точным отношением, приведены методы определения центроид некруглых зубчатых 
колес и классификация передач с переменным передаточным отношением. Дано опи-
сание оригинальных зубчатых механизмов с переменным передаточным отношением, 
разработанных и исследованных сотрудниками и аспирантами кафедры «Теория ме-
ханизмов и машин» МГТУ им. Н.Э. Баумана, приведены краткие теоретические све-
дения о них, история их разработки и изготовления. 
Ключевые слова: модели механизмов, переменное передаточное отношение, зубча-
тые передачи. 

Gears with variable gear ratios have long been known. They are described in the works of 
Leonardo da Vinci and other mechanical engineers. The models of gears collected by 
Redtenbaher, Reuleaux, Schroeder, and Claire included several mechanisms with various 
non-circular forms of gears. Such mechanisms have always been in great demand. How-
ever, the methods for their manufacture are complicated and time-consuming up to the 
present day. The article contains historical information about gears with non-circular 
wheels and examples of their modern applications. Kinematic characteristics of such gears 
are considered using example models from the BMSTU collection of mechanisms. The re-
lationship between the gear ratio and speed ratio is established. Methods for determining 
the centroids of non-circular gears and the classification of gears with variable gear ratios 
are presented. Original gear mechanisms with variable ratios developed and studied by 
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the scientists and students of the «Theory of Mechanisms and Machines» Department are 
presented. The history of their development and manufacturing is briefly described.   
Keywords: models of mechanisms, variable gear ratio, gears.  

Зубчатые передачи с переменным передаточ-
ным отношением давно вызывают интерес уче-
ных и конструкторов. Многие инженеры пыта-
лись использовать их в различных машинах и 
приборах. Они нашли применение в текстиль-
ных и полиграфических машинах, прессах, 
цепных и инерционных транспортерах, прибо-
рах, счетчиках и других устройствах [1–3].  

Первые схемы механизмов с переменным 
передаточным отношением встречаются в ко-
дексе Леонардо да Винчи, в котором приведены 
и некруглые зубчатые колеса, и зубчатые колеса 
с разомкнутым винтовым контуром (рис. 1). 

 
Рис. 1. Рисунки Леонардо да Винчи зубчатых передач 

с переменным передаточным отношением 

Фердинанд Редтенбахер одним из первых 
начал широко использовать модели в препо-
давании. В изготовленных им моделях меха-
низмов важное место занимали и модели зуб-
чатых передач с некруглыми колесами (рис. 2) 
[4]. 

Подробно механизмы с некруглыми коле-
сами описаны в работе [5]. В ней рассмотрены 
не только плоские механизмы с некруглыми 
колесами с внешним зацеплением, но и зубча-
тые передачи с внутренним зацеплением, ко-
нические и винтовые передачи. Приведены 
графические методы построения центроид  
некруглых колес и профилей их зубьев, а так-
же представлены фотографии множества мо-
делей механизмов с некруглыми колесами 
(рис. 3). 

В настоящее время также проводятся иссле-
дования механических систем с некруглыми 
зубчатыми колесами, например, в лаборатории 
ЛАРМ Университета Кассино (Италия) [6, 7]. 
Экспериментальная установка для исследова-
ния механизма с некруглыми колесами приве-
дена на рис. 4. 

Цель работы — обзор раздела коллекции 
МГТУ им. Н.Э. Баумана, посвященного зубча-
тым механизмам с переменным передаточным 
отношением. 

 
Рис. 2. Модели зубчатых передач с некруглыми колесами 

 
Рис. 3. Модели механизмов из книги Робинсона 
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Модели зубчатых передач с переменным пе-
редаточным отношением в коллекции МГТУ 
им. Н.Э. Баумана. В коллекции моделей 
МГТУ им. Н.Э. Баумана представлено восемь 
моделей зубчатых передач с переменным пере-
даточным отношением, пять из них составлены 
из некруглых колес, три с круглыми колесами. 
Три модели были изготовлены во второй поло-
вине XIX века: две G01 и G02 — в мастерской 
Александра Клер во Франции, одна — в мастер-
ской Шредера в Германии.  

Модель G02 состоит из двух некруглых эл-
липтических зубчатых колес (рис. 5). Переда-
точное отношение этого механизма переменное 
(рис. 5, б), а передаточное число постоянное и 
равно единице. Следует отметить, что под пе-
редаточным отношением u21(1) понимается 
производная функции положения выходного 
звена 2(1) по обобщенной координате — углу 
поворота входного звена 1 или отношение уг-
ловых скоростей звеньев: 

         
 

2 1 2 1
21 1

1 1

( )( ) const.
d

u
d

 (1) 

Передаточным числом i21 называется отно-
шение чисел зубьев колес. В случае зубчатой 
передачи с переменным передаточным отно-

шением оно равно среднеинтегральному зна-
чению передаточного отношения за цикл дви-
жения: 

  


     
2

1
21 21cp 21 1 1

2 0
( ) const.zi u u d

z
 (2) 

Принципиальное отличие передаточного 
отношения от передаточного числа состоит в 
том, что первое является отношением непре-
рывных величин, а второе — отношением дис-
кретных (обычно целых). На рис. 5, б видно, что 
передаточное отношение механизма G02 пере-
менное и циклическое, причем обеспечивает 
необходимое изменение скорости рабочего и 
холостого хода. 

Отношение наибольшего передаточного от-
ношения к наименьшему определяет коэффи-
циент неравномерности вращения выходного 
звена. В одной паре зубчатых колес его значе-
ние, как правило, не превышает трех:  
   21max 21min/ .uk u u  (3) 

Модель G01 отличается от модели G02 тем, 
что меньшее колесо z1 в ней выполнено круг-
лым. Оно закреплено на входном звене с экс-
центриситетом e, который обеспечивает его не-
прерывное зацепление с эллиптическим зубча-
тым колесом z2. 

У механизма G02 передаточное число u21 = 1 
и цикл движения равен 2π. У механизма G01 
(рис. 6) передаточное число u21 = 0,5 и цикл 
движения равно 4π. 

Фотографии моделей механизма с некруг-
лыми колесами приведены на рис. 7: модель из 
каталога Шредера [8] и модель из коллекции 
МГТУ им. Н.Э. Баумана. Последняя сохрани-
лась до наших дней не полностью, от нее оста-
лась стойка и одно из колес.  

Рассмотренные модели свидетельствуют о 
том, что в XIX веке в курс «Прикладная меха-
ника» в ИМТУ (Императорское Московское 

 
Рис. 5. Механизм с эллиптическими колесами G02 

(а) и диаграмма его передаточного отношения  
и передаточного числа (б): 

—— — u21; – – – — u21ср 

 
Рис. 4. Экспериментальная установка в ЛАРМ 
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техническое училище) входил раздел по зубча-
тым передачам с некруглыми колесами. 

 
Основные параметры зубчатых механизмов с 
переменным передаточным отношением. Для 
зубчатых передач, составленных из некруглых 
колес, основным геометрическим параметром 
является центроида. Центроиды — сопряжен-
ные кривые, которые в процессе зацепления 
профилей перекатываются без скольжения. 

В зависимости от постановки задачи разли-
чают два способа определения центроид: 

1) по функции положения ведомого колеса; 
2) по закону изменения передаточного от-

ношения. 
Центроида каждого из колес представляет 

собой совокупность мгновенных центров вра-
щения в системе координат, связанной с этим 
колесом.  

Согласно основной теореме зацепления по-
люс зацепления (точка контакта центроид) 
всегда лежит на линии центров. В передачах с 
постоянным передаточным отношением по-
люс при движении не меняет своего положе-
ния. В передачах с переменным передаточным 
отношением полюс зацепления движется по 
линии центров, описывая биполоиду. Так как 

межосевое расстояние aw в передаче постоян-
но, то соотношение между радиусами центро-
ид можно представить в следующем виде: 
      2 1 1 1( ) ( ),w w wa  (4) 
где aw — межосевое расстояние; ρw1,2(1) — по-
лярные радиус-векторы точек центроиды. Знак 
«–» соответствует внешнему зацеплению, «+» — 
внутреннему. 

Учитывая формулу (4), запишем передаточ-
ное отношение в виде 

       
   

1 1 1 1
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2 1 2 1
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( ) ( )

w w w

w w

au  (5)
 

Здесь знак «–» соответствует внешнему зацеп-
лению, «+» — внутреннему. 

Выразив полярные радиусы через переда-
точное отношение, получим выражения для 
определения центроид: 
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Здесь знак «+» соответствует внешнему зацеп-
лению, «–» — внутреннему. 

Формулы (6) позволяют решить и прямую и 
обратную задачи: можно рассчитать размеры 
при заданном передаточном отношении; по за-
данным размерам можно найти передаточное 
отношение. 

Передаточное отношение обычно выбирает-
ся так, чтобы у центроид отсутствовали особые 
точки, т. е. участки кривой с изломом. Выпол-
нение этого условия необходимо для получения 
работоспособных зубьев. 

Задача нахождения центроид некруглых 
зубчатых колес нетривиальна, так как на цент-

 
Рис. 6. Механизм с шестерней-эксцентриком  

и эллиптическим колесом G01 (а) и диаграмма  
его передаточного отношения и передаточного  

числа (б): 
—— — u21; – – – — u21ср  

 
Рис. 7. Фото модели из каталога Шредера (а) [9]  

и модель из коллекции МГТУ им. Н.Э. Баумана (б) 
 

 
Рис. 8. Схема центроид некруглых зубчатых колес 

для механизма G02 
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роиды накладывается много ограничений. Для 
определения центроид существуют различные 
методы [9]. 

В конце XIX века аналитическое решение 
для центроид фактически отсутствовало. Все 
расчеты велись либо графически, либо в первом 
приближении. Такой подход вносил опреде-
ленные погрешности и усложнял производство 
зубчатых передач. Несмотря на это, в коллек-
ции Шредера представлены достаточно слож-
ные модели передач, составленные из некруг-
лых зубчатых колес. Сложность этих моделей 
свидетельствует о высоком мастерстве европей-
ских инженеров и механиков. 

Аналитический расчет центроид при внеш-
нем зацеплении одним из первых предложил 
М.А. Скудрин [1]. Он также разработал схему 
приспособления для обработки, которая состо-
яла из двух кулачков и позволяла получить не-
обходимое относительное движение центроид. 

Как отмечено выше, большой вклад в тео-
рию зубчатых передач внес Ф.Л. Литвин [9–
11]. Он не только разработал теоретические 
основы зубчатого зацепления, но и описал 
схемы приспособлений для изготовления не-
круглых зубчатых колес. На его трудах осно-
вывается современная теория зубчатого за-
цепления. 

Кроме центроиды, важным параметром зуб-
чатой передачи является эволюта — одна из 
характеристик профилей зубьев. Эволютой 
называется геометрическое место центров кри-
визны эвольвенты. В общем случае эволюта не-
круглого колеса это кривая, форма которой за-
висит от центроиды и способа изготовления. 
В частном случае эволюта может быть окруж-
ностью, что имеет место при эвольвентных 
профилях круглого зубчатого колеса. 

Передачи с переменным передаточным от-
ношением по форме зубчатых колес подразде-
ляются по двум признакам: 

• с некруглыми колесами, 
• с круглыми колесами; 
по равенству шагов зубьев: 
• с равным шагом; 
• с неравным шагом. 
Изготовление некруглых зубчатых колес с 

равным и неравным шагом намного сложнее, 
чем круглых, поскольку зуборезные станки 
необходимо оснащать специальными приспо-
соблениями. Использование метода обкатки 
при изготовлении колес требует точного расче-
та и реализации сложного относительного 
движения инструмента и заготовки. Так как 
при этом станочная центроида долбяка отлича-

ется от окружности, то шаг на нарезаемом ко-
лесе получается переменным. 

 
Модели передач с переменным передаточным 
отношением, созданные аспирантами кафед-
ры «Теория механизмов и машин» МВТУ 
им. Н.Э. Баумана. В середине XX века на ка-
федре МВТУ им. Н.Э. Баумана аспирантами под 
руководством профессоров Л.П. Смирнова и 
Л.Н. Решетова были проведены исследования 
различных видов зубчатых механизмов с пере-
менным передаточным отношением. По ре-
зультатам этих работ были изготовлены моде-
ли, которые сегодня хранятся в коллекции ме-
ханизмов. Две модели, выполненные по 
результатам диссертации К.С. Тарханова [1], 
приведены на рис. 9. Для модели с внутренним 
зацеплением Тарханов рассчитал оптимальные 
центроиды, по которым можно нарезать рабо-
тоспособные зубья: 

• для колеса с внутренними зубьями 

    
 2

133,06( ) ;
1 0,278cos(2 )

 (7) 

• для колеса с внешними зубьями 

    
 1

60,18( ) .
1 0,5cos(0,5 )

 (8) 

Основной задачей Тарханова была разработ-
ка методики расчета и технологии изготовления 
эвольвентных некруглых зубчатых колес с по-
мощью стандартного долбяка. Созданные Тар-
хановым модели были реальным подтверждени-
ем эффективности разработанного им метода 
расчета и технологии. Расчетные центроиды для 
моделей G03 и G04 изображены на рис. 10. 

Две модели коллекции зубчатых передач ма-
лоизвестны. Одна из них создана сотрудником 
кафедры «Теория механизмов и машин» МВТУ 
им. Н.Э. Баумана Л.А. Малкиным в 1945 г. Он 
разработал зубчатые передачи, которые имели 

 
Рис. 9. Модели G03 (а) и G04 (б) передач  

с некруглыми колесами с внешним и внутренним 
зацеплением 
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круглые зубчатые колеса и обеспечивали пере-
менное передаточное отношение [1]. Передача 
Малкина при одной паре колес дает небольшое 
изменение передаточного отношения. Это изме-
нение можно увеличить, если использовать 
двухступенчатую передачу или передачу с про-
межуточным («паразитным») колесом. Модель 
такого механизма показана на рис. 11. 

Модель зубчатой передачи, изображенная на 
рис. 12, была разработана и изготовлена 
Л.П. Полосатовым [1]. Эта передача заслужива-
ет особого внимания. Она является разновид-
ностью неэвольвентного зацепления, разрабо-
танного Я.С. Давыдовым. Шестерня в ней пред-
ставляет собой обычное цилиндрическое 
зубчатое колесо. Зубья второго колеса выпол-
нены на косом сечении конуса в виде зубчатого 
венца небольшой ширины. Закон изменения 
передаточного отношения в передаче опреде-
ляется углом при вершине конуса, углом 
наклона  косого  сечения  и расстоянием от вер- 

 
Рис. 12. Цилиндро-коническая зубчатая передача 

 с переменным передаточным отношением (а)  
и ее схемы (б, в) 

шины конуса до косого сечения. Обрабатывать 
коническое колесо можно на обычном зубодол-
бежном станке стандартным долбяком со спе-
циальным приспособлением, изменяющим 
скорости вращения инструмента и заготовки в 
зависимости от передаточного отношения в 
станочном зацеплении. 

Используя два конических колеса можно 
получить цилиндрическую передачу с большим 
диапазоном изменения передаточного отноше-
ния (рис. 12, в). 

Модель H12 (рис. 13) является в коллекции 
одним из наиболее интересных механизмов с 
переменным передаточным отношением. Мо-
дель была разработана и исследована аспиран-
том Имре Секеем в его диссертации [1]. В ана-
литическом обзоре этой работы отмечается, что 
подобный механизм был изготовлен в Герма-
нии в середине XX века. Этот механизм, как и 
описанный выше (см. рис. 12), относится к не-
эвольвентным цилиндро-коническим переда-
чам. Механизм модели Н12 состоит из входного 
звена 1, на котором нарезано 20 зубчатых ци-
линдро-конических сектора, зубчатой передачи 
z3–z4 , цилиндрического винтового кулачка 3 и 
выходного цилиндрического зубчатого колеса 
z1. Выходное колесо z2 установлено на валу 2 на 
призматической шпонке и может совершать 
два движения: вращение вокруг своей оси и 
перемещение по валу 2 вдоль его оси. Осевое 
перемещение этого колеса по валу 2 обеспечи-
вается толкателем винтового кулачкового ме-
ханизма. При вращении звена 1 движение через 

 
Рис. 10. Центроиды передач моделей G03 (а)  

и G04 (б) 

 
Рис. 11. Передача Малкина с круглыми колесами 

 и с переменным передаточным отношением 
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пару колес z3–z4 передается кулачку 3, толкатель 
которого перемещает выходное колесо вдоль 
зубчатых венцов звена 1. Колесо z2 последова-
тельно входит в зацепление с различными по 
числу зубьев секторами колеса z1. Передаточное 
отношение передачи z1–z2 изменяется и ско-
рость вращения колеса z2 или увеличивается 

(при приближении к секторам с большим чис-
лом зубьев) или уменьшается (при движении в 
обратном направлении). Механизм разрабаты-
вался для применения в текстильных и сель-
скохозяйственных машинах. 

В статье рассмотрены только механизмы из 
модели коллекции МГТУ им. Н.Э. Баумана и не 
охватывают всего многообразия зубчатых пере-
дач с переменным передаточным отношением. 
К сожалению, технология изготовления некруг-
лых зубчатых колес и в настоящее время не поз-
воляет получить передачи с высоким качеством 
зацепления и невысокой стоимостью изготовле-
ния, эти механизмы имеют весьма ограниченное 
применение в машино- и приборостроении. Ча-
сто в механизмах, в которых можно использо-
вать зубчатые передачи с переменным переда-
точным отношением, применяют рычажные или 
кулачковые механизмы или их комбинации.  

Модели передач с переменным передаточ-
ным отношением позволяют познакомиться 
студентам с относительно малоизвестным раз-
делом механики машин, значительно расширя-
ет их кругозор, повышают интерес к изучению 
инженерных дисциплин, к проблемам проекти-
рования машин.  

Составляющие данный раздел коллекции 
модели относятся к середине XIX — середине 
XX века — периоду наиболее интенсивного 
развития машиностроения и инженерного об-
разования, поэтому все эти модели являются 
памятниками истории техники и истории ин-
женерной мысли.  
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