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Вычисление вероятностных характеристик конструкций на основе модели высокой 
размерности для нестационарных режимов функционирования в настоящее время 
является актуальной задачей. Разработанная методика позволяет с инженерной 
точностью рассчитать эти характеристики. В работе внешнее случайное воздействие 
считается квазистационарным. Решена задача определения моментных характери-
стик фазовых координат линейной модели конструкции при квазистационарных 
аддитивных воздействиях. Для снижения порядка разрешающей системы уравне-
ний использовано усеченное разложение решения по ортогональному базису соб-
ственных векторов. Матрица диссипации принимается пропорциональной матри-
цам масс и жесткости. Система уравнений 2-го порядка относительно модальных 
координат трансформируется к векторному уравнению в канонической нормальной 
форме Коши с применением уравнения формирующего фильтра, преобразующего 
белый шум в реальные случайные процессы. Уравнение фильтра строится с помо-
щью преобразования, применяемого для стационарных случайных процессов, спек-
тральная плотность которых имеет дробно-рациональную структуру. Используются 
известные уравнения метода моментов относительно вектора математических ожи-
даний и матрицы корреляционных моментов, позволяющие точно решить задачу 
для нестационарных и стационарных режимов функционирования конструкции в 
рамках корреляционной теории. Приведен пример расчета математических ожида-
ний и дисперсий перемещений рамы для переходного процесса методом конечных 
элементов с использованием ортогональных разложений по модальным координа-
там. Показано, что хорошая точность достигается при небольшом количестве чле-
нов ряда. 
Ключевые слова: моментные характеристики, квазистационарное воздействие, метод 
конечных элементов, модальные координаты, уравнение формирующего фильтра, 
метод моментов. 

The calculation of the probability characteristics of structures on the basis of a 
multidimensional model for non-stationary modes of operation is of great importance. The 
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developed method makes it possible to calculate these characteristics with engineering 
accuracy. In this paper, an external quasi-stationary random action is considered. The 
moment characteristics of the phase coordinates of a linear model of the structure under 
quasi-stationary additive actions are determined. To reduce the order of the system of 
equations, the modal truncation is used. The dissipation matrix is assumed to be proportional 
to the mass and stiffness matrices. The system of equations of the second order in modal 
coordinates is reduced to the vector equation of the Cauchy canonical normal form using the 
shaping filter equation that converts the white noise in real random processes. The filter 
equation is constructed by applying the transformation that is valid for stationary random 
processes whose spectral density has a rational structure. The well-known equations of the 
method of moments in terms of the vector of expectations and the matrix of correlation 
moments are used, which makes it possible to accurately solve non-stationary and stationary 
problems within the framework of the correlation theory. The expectations and variances of 
the displacements of a frame in a transient process are calculated by the finite element method 
using the mode superposition. It is shown that even a small number of series members can 
provide good accuracy. 
Keywords: moment characteristics, quasi-stationary effects, finite element method, modal 
coordinates, shaping filter, method of moments. 

Динамика конструкций во многих случаях опи-
сывается системой обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений высокого по-
рядка, что характерно при использовании ме-
тода конечного элемента. При этом стационар-
ные стохастические нагрузки на конструкцию в 
ряде случаев могут с удовлетворительной точ-
ностью моделироваться квазистационарными 
случайными процессами. Для решения многих 
практических задач такая модель является 
предпочтительной, а часто и единственно воз-
можной, поскольку информация для построе-
ния более точной модели нестационарного слу-
чайного воздействия отсутствует или является 
слишком приближенной. 

Для существенного снижения размерности 
разрешающей системы уравнений часто ис-
пользуется разложение решения в усеченный 
ряд по модальным координатам, что обеспечи-
вает, как правило, достаточную точность в ра-
бочем диапазоне частот и широко описано в 
литературе для решения различных задач ди-
намики конструкций, например [1–10]. 

Наименее известен и отражен в публикациях 
метод моментов для решения стохастических 
задач динамики. Впервые этот метод предста-
вил Д.Б. Дункан в 1953 г. [11], а наиболее полно 
описан в работе [12]. Метод моментов позволя-
ет получить точные уравнения относительно 
вероятностных моментов (вектора математиче-
ских ожиданий и матрицы корреляционных 
моментов) для нестационарных линейных и 
линеаризованных систем.  

Цель работы — объединение метода мо-
дальных координат с методом моментов для 
получения единого аппарата, использующего 

достоинства обоих методов и удобного для 
численной реализации. 

Считаем, что уравнение движения модели 
конструкции имеет вид  

   ,MY Y CY F t       (1) 
где   т

1 2( , , , )nY y y y  — вектор перемещений; 
,  , M C  — симметричные, положительно 

определенные матрицы масс, диссипации  
и жесткости соответственно; ( )  F t   

т
1 2( ( ), ( ), , ( ))nf t f t f t   — вектор квазистаци-

онарных внешних воздействий; начальные 
условия нулевые. 

Согласно известному допущению [1, 2], ис-
пользуемому во многих практических задачах, 
матрица   вследствие неопределенности сил 
диссипации в реальных конструкциях прини-
мается пропорциональной матрицам масс или 
жесткости. Принимаем, что  

 1 22μ 2μ .M C    
Здесь 1μ , 2μ  — скалярные коэффициенты. 

Обозначим:  ,j    т
1 2( ,    ), ,j j j jnX x x x  — 

собственные числа и векторы; jZ  
  т

1 2( ,   ,  ), rz z z  — вектор модальных коорди-
нат ( r n ); 1 2|| ,  ,  ||, rW X X X   — матрица 
( r n ) собственных векторов.  

Решение представим в виде 
  .Y WZ    (2) 

Подстановка (2) в (1) с учетом условий ор-
тонормировки собственных векторов приводит 
к известной развязанной системе дифференци-
альных уравнений относительно модальных 
координат: 
 2 ( ),j j j j jj z z g tz        (3) 
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где  

      1 2( ) ( , ( )); μ μ , 1, 2, , .j j j jg t X F t j r  (4) 
Преобразуем систему уравнений (3) к нор-

мальной форме Коши. Введем переменные: 
 1j jz z ,  1 2j jz z  и сгруппируем их в два суб-

вектора: 
   т

1 11 21 1( , ,  , ) ;rZ Z Z Z  

   т
2 12 22 2( , ,   , ) .rZ Z Z Z  

Обозначим:   т
1 2( ) ( ( ), ( ),   , ( ;))rG t g t g t g t  

1
2

S
S  — матрица с нулевыми элементами (ниж-

ний индекс обозначает число строк, верхний — 
число столбцов; например 1

r  — нулевой век-
тор размерности ).r  

Из соотношения (4) следует, что 
  т( ) ( ).G t W F t   (5) 

С учетом введенных обозначений и форму-
лы (5) система уравнений (3) преобразуется к 
виду 
    1( ).Z BZ G t  (6) 
Здесь 

1( ) ( );G t PF t   1

2
;ZZ Z  

1 2
;

r
r EB B B

   т ;
n
rP W

  (7) 

    1 diag( ; 1, 2, , );iB i r  

 2 diag( 2 ; 1, 2, , ).iB i r      
Конкретизируем вид  F t : 

   0( ) ( ) Ф( ) ( ),FF t M t t V t  (8) 
где ( )FM t  — вектор математических ожиданий; 

0( )V t  — стационарный случайный вектор с 
матрицей корреляционных функций ( );VK  

   Ф( ) diag( ( ); 1, 2, , ),it t i n   ( ) i t i  — про-
извольные детерминированные функции. 

Уравнение для математического ожидания 
вектора модальных координат ( )ZM t  несложно 
получить из уравнения (6), заменив в (7) ( )F t  
на ( ).FM t  

Для использования метода моментов в каче-
стве предварительного этапа необходимо пре-
образовать уравнение (6) для 0Z  к канониче-
скому виду, в котором внешнее воздействие 
является векторным белым шумом. Для такого 
преобразования необходимо использовать фор-
мирующий фильтр, трансформирующий белый 
шум в реальный случайный процесс. Такое пре-
образование, как известно, осуществляется до-
статочно просто, если последний является ста-
ционарным с дробно-рациональным спектром.  

В этом случае фильтр описывается линейным 
дифференциальным уравнением с постоянными 
коэффициентами, которые определяются по из-
вестной методике, широко описанной в литера-
туре [12]. Например, для стационарного слу-
чайного процесса 0( )V t  с корреляционной 
функцией 

     ( ) exp | |V VK D a    
уравнение формирующего фильтра имеет вид 

 02   ( ),VV aV D a u t     
где 0( )u t  — белый шум с единичной спек-
тральной плотностью. 

Таким образом, уравнение фильтра в общем 
случае записывается следующим образом: 

 0 0 0  ( ).V AV QU t     (9) 
Здесь A , Q  — матрицы коэффициентов 

( );n n   0( )U t  — векторный белый шум. 
Объединив уравнения (6) и (9) в одно с век-

тором переменных 0S  размерности  2 ( ):r n  

 
0

0
0 ,ZS V   

получим уравнение в канонической форме 

  0 0 0( )   ( ),S B t S LU t   (10) 
где  

   
2 1
2 2 20

2 2 0
PФ( ) ;    ;    .( )

r n
r r r

r r
n n

B tB t L U tQ Q U t  



  

   

В соответствии с методом моментов на ос-
нове уравнения (10) формируется уравнение 
относительно матрицы корреляционных мо-
ментов SK  вектора 0S : 

 т( ) ( ) .S S SK B t K K B t H    (11) 
Здесь H  — матрица интенсивностей белого 
шума. 

Найдем матрицу корреляционных функций 
вектора внешних воздействий в уравнении (10): 

     
0 0т т т  ( )  ( .)  ( , )UM LU t U t L LK t t L   

Поскольку ( , ) ( ),UK t t E     то 

 
2
2 2
2 т .

r n
r r
r

n
H QQ

 
  

Если внешнее воздействие ( )F t  стационар-
ное, т. е.  ( )  const,F FM t M  Ф( ) ,t E  ( )B t  
  const,B  то на основании (6), (7), (11) полу-
чим линейные алгебраические уравнения 

 
т

0;
0,

Z F

S S

BM PM
BK K B H
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из которых достаточно просто определить пер-
вые ( )z

jm  и вторые 
( )z
jjk  моменты элементов век-

тора модальных координат. 
Связь между элементами векторов Y  и Z  

выражается на основании соотношения (2) в 
следующем виде: 

 


 
1

( ) ( ).
r

l jl j
j

y t x z t  

Отсюда следуют формулы для математиче-
ских ожиданий ( )y

lm  и корреляционных момен-
тов 

( ) :y
llk  

 


 ( ) ( )

1
;

r
y z

jl jl
j

m x m  

   


 ( ) ( )

, 1
.

r
y z

jl j lll jj
j j

k x x k  

Следует отметить, что на практике по срав-
нению с общей постановкой задача радикально 
упрощается, поскольку реальные конструкции 
имеют обычно небольшое количество, как пра-
вило, некоррелированных внешних воздей-
ствий (на порядки меньше, чем конечных эле-
ментов). Таким образом, размерность фазового 
пространства вследствие использования фор-
мирующих фильтров увеличивается незначи-
тельно. Кроме этого, наличие диагональных и 
нулевых блочных матриц позволяет достаточно 
просто построить экономный вычислительный 
алгоритм. 

В качестве примера рассмотрим систему, 
представляющую собой раму, состоящую из 
труб диметром 14 мм и толщиной стенки 
2 мм, в одном из узлов которой приложено 
внешнее случайное стационарное воздействие 
(рис. 1).  

Расчет системы на собственные частоты 
производится в конечно-элементном про-

граммном пакете ANSYS. Общее число элемен-
тов системы 1 621.  

За внешнее воздействие принят стационар-
ный случайный процесс с математическим 
ожиданием  ( ) 1000F FM t M  и корреляцион-
ной функцией   |τ|,( ) e a

F FK D  где  200,a  
 20.FD   

Необходимое количество собственных век-
торов определялось пробными расчетами ма-
тематических ожиданий перемещений в уз-
лах 1 и 2 ( )

1( ,ym  ( )
2 )ym  при различных значени-

ях .r  Для узла 1 после затухания переходного 
процесса получены следующие результаты: 

 при  5r , ( )
1 0,00861ym  м;  

 при 10r , ( )
1 0,00879ym  м; 

 при 15r , ( )
1 0,00880ym  м.  

В узле 2 результаты в отношении сходимо-
сти и точности также удовлетворительны. 

Математические ожидания и дисперсии 
( )
1( ,yD ( )

2  )yD  в узлах 1, 3 (см. рис. 1) при 15r   
представлены на рис. 2. 

 
Рис. 1. Схема изучаемого объекта 

 
Рис. 2. Математические ожидания (а) и дисперсии (б) в узлах 1 и 2 
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Для сравнения данная задача была решена с 
помощью Probabilistic Design в комплексе  
ANSYS и получены следующие результаты: 
 ( )

1 0,00905ym  м; 

  )
2
( 0,00410ym  м;  

  ( ) 8
1 1,37 10yD  м2;  2

( ) 80, 41 10yD м2.  
Разработанный аппарат имеет достаточно 

простую и экономичную в отношении машин-
ных ресурсов численную реализацию. 

Выводы 
1. Использование ортогональных разложе-

ний позволило существенно сократить число 
разрешающих уравнений, что необходимо для 
корреляционного анализа. 

2. Метод моментов, не применяемый ранее 
для уравнений относительно модальных коор-
динат, позволил получить решения для неста-
ционарных режимов функционирования си-
стемы при квазистационарных нагрузках. 
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