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Для многих изделий машиностроения, авиастроения и судостроения важным элемен-
том являются системы гашения вибраций из полимерных композиционных материа-
лов, которые кроме высоких удельных упруго-прочностных свойств обладают и зна-
чительными диссипативными характеристиками, что обеспечивает возможность со-
здания многофункциональных силовых конструкций, обладающих одновременно и 
значительными демпфирующими свойствами. Представлен метод расчета параметров 
рассеяния энергии в особых типах композитных конструкций — на основе гибрид-
ных материалов с различными типами армирующих волокон и полимерных матриц. 
Метод базируется на использовании модели линейно-вязкоупругих сред при устано-
вившихся колебаниях и асимптотической теории многослойных пластин, которая 
обобщена для вязкоупругих сред. Эта теория позволяет с высокой точностью вычис-
лять все шесть компонент тензора напряжений в тонких многослойных композитных 
пластинах при циклическом нагружении, включая поперечные напряжения и напря-
жения межслойного сдвига, поскольку диссипативные свойства слоисто-волокнистых 
полимерных композитов проявляются, существенным образом, как раз в этих 
направлениях. С помощью разработанного метода проведено численное моделирова-
ние напряжений в вязкоупругой пластине из композитного гибридного слоисто-во-
локнистого материала при изгибных колебаниях на основе стеклянных и арамидных 
волокон, а также содержащего специальные слои высокодемпфирующего полимера 
МПВТ-А. Численные расчеты показали, что максимальные значения коэффициента 
рассеяния энергии реализуются в слоях композитной пластины из высокодемпфиру-
ющего материала МПВТ-А, а также в слоях с арамидными волокнами, обладающими 
вязкоупругими свойствами. Обнаружен эффект, состоящий в том, что максимум ко-
эффициента рассеяния энергии в гибридной композитной пластине при изгибных 
колебаниях реализуется при определенном значении угла 35 . Этот эффект может 
быть использован при проектировании оптимальных структур гибридных композит-
ных пластин.  
Ключевые слова: рассеяние энергии, гибридные композиты, вязкоупругость, коэф-
фициенты рассеяния, асимптотическая теория пластин. 

——————— 
* Исследование выполнено за счет средств Задания № 1.445.2014/К Минобрнауки РФ. 
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Vibration damping systems made of polymer composite materials are important elements 
of engineering, aerospace, and shipbuilding products. These systems, along with high 
specific elastic and strength properties, have significant dissipative characteristics, which 
makes it possible to create multifunctional power structures with high damping properties. 
A method for calculating the energy dissipation parameters in special types of composite 
structures made of hybrid materials with various types of fiber reinforcements and polymer 
matrices is presented. The method is based on the linear viscoelastic media model under 
steady-state vibrations and the asymptotic theory of laminated plates generalized to 
viscoelastic media. This theory makes it possible to accurately calculate all components of 
the stress tensor in thin multilayered composite plates under cyclic loading including 
interlayer transverse stresses and strains. The dissipative properties of multilayered fiber 
polymer composites are manifested mainly in these directions. This method was used for 
the numerical simulation of flexural vibrations of a viscoelastic plate made of hybrid 
laminated composite material containing glass and aramid fibers, as well as special MPVT-
A polymer layers. The results of analysis show that the energy dissipation is maximum in 
the MPVT-A polymer layers and in the layers containing viscoelastic aramid fibers. It has 
been found that the energy dissipation in a hybrid composite plate under flexural vibrations 
is maximum at a certain angle. This phenomenon can be used in the design of optimal 
structures of hybrid composite plates.  
Keywords: energy dissipation, hybrid composites, viscoelasticity, dampimg coefficients, as-
ymptotic plate theory.  

Полимерные композиционные материалы кроме 
высоких удельных упруго-прочностных харак-
теристик имеют существенные диссипативные 
характеристики, что позволяет создавать на их 
основе силовые конструкции, обладающие од-
новременно и значительными демпфирующими 
свойствами [1–3]. Особый интерес представляют 
конструкции из гибридных композитов, в кото-
рых используется несколько типов армирующих 
волокон, например, стеклянные и арамидные, 
имеющие ярко выраженные диссипативные 
свойства [4]. Такие гибридные композиты поз-
воляют за счет определенного подбора их струк-
туры получать материалы с разнообразными 
свойствами, которыми не обладают традицион-
ные композиты с одним типом армирующих 
наполнителей [5–7]. Перспективным является 
исследование возможности создания конструк-
ций из гибридных композитов, имеющих одно-
временно высокие жесткостные и диссипатив-
ные характеристики. Эта проблема до настояще-
го времени еще не была исследована. Для 
анализа достаточно тонких эффектов влияния 
внутренней структуры армирования гибридных 
композитов на их жесткостные и диссипативные 
свойства необходимы высокоточные методы 
расчета параметров рассеяния энергии.  

Существующие методики расчета диссипа-
ции (рассеяния) энергии в композитных кон-
струкциях [1, 2, 8, 9] основаны на инженерных 
подходах к определению коэффициентов демп-
фирования на основе так называемых упруго-
диссипативных моделей и приближенных тео-

риях расчета упругих напряжений в пластинах, 
которые не учитывают поперечных напряже-
ний и напряжений межслойного сдвига. По-
скольку диссипативные свойства полимеров 
проявляются существенным образом как раз 
при межслойных сдвигах, для точного расчета 
рассеяния энергии в композитных конструкци-
ях необходима разработка теории, в которой 
рассчитывались бы все шесть напряжений.  

Цель работы — разработка метода расчета 
рассеяния энергии в конструкциях из гибрид-
ных композитов. 

Для моделирования диссипативных харак-
теристик в работе используется не приближен-
ная упруго-диссипативная модель материалов, 
а хорошо теоретически обоснованная модель 
вязкоупругого поведения полимерных компо-
зиционных материалов [10–12]. Расчет всех ше-
сти ненулевых компонент тензора напряжений 
в вязкоупругих конструкциях осуществляется 
на основе обобщения асимптотической теории 
тонких пластин, предложенной в работах [13–
17], для вязкоупругих материалов. 

 
Коэффициенты рассеяния энергии в вязко-
упругих конструкциях. Рассмотрим конструк-
цию, механическое поведение которой можно 
моделировать с помощью модели линейно-
вязкоупругой среды [18]. В этом случае при мо-
ногармонических колебаниях такой среды тен-
зоры напряжений и деформаций являются мо-
ногармоническими функциями  

 * iRe( e );t
ij ij

     * iRe( e ),t
ij ij

    
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где *
ij , *

ij  — комплексные амплитуды тензо-
ров напряжений и деформаций; Re (•) — дей-
ствительная часть комплексной величины; i — 
мнимая единица;   — частота колебаний.  

Введем локальный коэффициент рассеяния 
энергии, который определен для каждой точки 
конструкции с декартовыми координатами :mx  
    * / .w   (1)  
Здесь *w  — функция рассеяния энергии, осред-
ненная за цикл колебаний. В качестве   выбе-
рем накопленную энергию за цикл колебаний, 
которые определяются по формулам [18]  

   * * * * *Re( )Im( ) Im( )Re( ) ;
2 ij ij ij ijw         (2) 

         * * * *Re( )Re( ) Im( )Im( ) ,
2 ij ij ij ij  (3)  

где Im (•) — мнимая часть комплексной вели-
чины. 

Для линейно-вязкоупругих сред амплитуды 
тензоров напряжений и деформаций связаны 
следующими линейными соотношениями: 

     * * *( , ) ;ij ijkl m klC x     * * *П ( , ) ,ij ijkl m klx   (4) 
Здесь * ( , )ijkl mC x  — тензор комплексных моду-
лей упругости; *П ( , )ijkl mx  — обратный к нему 
тензор комплексных податливостей, *Пijkl  

 * 1.ijklC  Эти тензоры зависят от частоты колеба-
ний, а для неоднородных конструкций, к кото-
рым относятся конструкции из композитов, 
тензоры *

ijklC  и *Пijkl  зависят также и от коор-
динат .mx  

Подставив соотношения (4) в (2) и (3), выра-
зим *w  и   через амплитуды напряжений: 

 
 

     

     

* * * * *

* * * * *

П Re( )Re( ) Im( )Im( ) ;
2

Re(П ) Re( )Re( ) Im( )Im( ) ,
2

ijkl ij kl ij kl

ijkl ij kl ij kl

w
(5) 

где   *П Im(П ).ijkl ijkl   
Введем интегральный коэффициент рассея-

ния энергии конструкции, который определим 
следующим образом: 

   


*
;W     * * ;

V
W w dV       .

V
dV   (6) 

Если конструкция представляет собой плос-
кую пластину, то суммарные величины рассея-
ния энергии *W  и накопленной энергии   
можно представить в виде 

 
 

   
0.5

* *

0.5
;W w d d     

 
     

0.5

0.5
.d d   (7) 

Здесь   — срединная поверхность пластины; 
  3 /x h  — безразмерная координата по нор-
мали к срединной поверхности пластины; h — 
толщина пластины.  

 
Многослойные гибридные композитные пла-
стины. Рассмотрим случай когда пластина 
представляет собой гибридный слоисто-волок-
нистый композит (ГСВК), часть слоев которого 
является однонаправленными материалами, 
вообще говоря с различными типами волокон 
(гибридные композиты), повернутыми на угол 

  вокруг оси 3Ox , а другая часть слоев — это 
изотропные материалы, где  {1... }N , N — 
число слоев в пластине. В единой для всех слоев 
ГСВК системе координат mOx  компоненты тен-
зора комплексных модулей упругости -го  
слоя вычисляются с помощью формул преобра-
зования компонент тензора 4-го ранга [19]: 

 
    

 

   
   


* *

1

( , ) ( ) ,
[ , ].

ijkl mnpq im jn kp qC C Q Q Q Q
  (8) 

Здесь 
imQ  — элементы матрицы поворота 

слоя с номером ,   

 
 


 

  
     
  

cos sin 0
[ ] sin cos ;

0 0 1
imQ   (9) 

  1,  — координаты -го  слоя по направ-
лению 3Ox ;  * ( )ijklC  — компоненты тензора 
комплексных модулей упругости слоя в повер-
нутой (собственной) системе координат ( )

mOx  
слоя, ось ( )

1Ox  которой совпадает с направле-
нием ориентации волокон каждого слоя. Для 
однонаправленных слоев компоненты *

ijklC  тен-
зоров комплексных модулей упругости в соб-
ственной системе координат вычисляются сле-
дующим образом [20]: 


   



*
* * 2
1111 * (1 );L

T
EC  


      



*
* * * 2 *
2222 3333 * (1 );T

L
EC C  


     



*
* * * *
2233 * ( );T

LT
EC ν  (10) 

 
  

   


* *
* * *
1133 1122 * (1 );L T

T
EC C  

   * * *
1313 1212 ;LC C G   * *

2323 ;TC G   

         * * 2 * 2 * *1 2 (1 ) ;LT Tν  


 
*

*
* .T

L

E
E
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Здесь *
LE  — продольный комплексный модуль 

упругости однонаправленного (1D) слоя в 
направлении ориентации волокон; *

TE  — по-
перечный комплексный модуль упругости слоя; 

*
L  — продольный комплексный коэффициент 

Пуассона; *
T  — поперечный комплексный 

коэффициент Пуассона; *
LG  — продольный 

комплексный модуль сдвига; *
TG  — попереч-

ный комплексный модуль сдвига. Эти характе-
ристики рассчитываются по смесевым форму-
лам для 1D композита, состоящего из волокон и 
матрицы (для однонаправленных слоев и волок-
на и матрица полагаются вязкоупругими) [20]: 

     * * * (1 );f m fL fE E E   
1

*
* *

1
;f f

T
mf

E
E E




 

  
   
 

 

        * * (1 );f m fL f     * * ;mT   (11) 
1

*
*

* *

(1 ) (1 )(1 )1 ;
2

f f f m
L

mf
G

E E

 


 

    
   

 
  







*
*

* ,
2(1 )

T
T

T

EG  

где *
fE  — модуль упругости волокон;  f  — 

коэффициент Пуассона волокон;  f  — относи-
тельное объемное содержание волокон в 1D 
композите; *

mE  и *
m  — комплексные модуль 

упругости и коэффициент Пуассона матрицы, 
которые вычисляются через комплексный мо-
дуль сдвига *

mG  и модуль объемного сжатия 

mK  по формулам, подобным аналогичным 

формулам в теории упругости [18]:  

  
 


 


*
*

*
9 ;

3
m m

m
m m

K GE
K G

   
 


 
 


*
*

*
3 2
6 2

m m
m

m m

K G
K G

.  (12) 

Предполагается, что матрица при всесто-
роннем сжатии проявляет только упругие свой-
ства [18], тогда модуль объемного сжатия явля-
ется вещественной константой и рассчитывает-
ся по формуле  

 
 




 
 

2 1
3 (1 )

m m
m

m

GK ,  

где m  — начальное значение коэффициента 
Пуассона при   0 . Для волокон коэффициент 
Пуассона полагается вещественной константой: 

   *
f f . 
Часть слоев ГСВК представляет собой изо-

тропные неармированные материалы. Для этих 
слоев также справедливы формулы (8)–(10), 

(12), но в них следует положить   0,  
   ,im imQ  *

LE =  * * ,mTE E  *
L  =    * * ,mT  

   * * * ,mL TG G G  в результате формулы (8) и 
(10) принимают следующий вид: 


        * *

1( , ) ( ); [ , ];ijkl ijklC C  


       


*
* * * * 2
1111 2222 3333 * (1 );m

m
EC C C  

 
       



* *
* * * *
2233 1133 1122 * (1 );m m

m
EC C C   

     * * * *
1313 1212 2323 ;mC C C G  
* * 2 * 2 *1 2 (1 ).m m m

          

Таким образом, в представленной модели 
ГСВК вязкоупругие свойства однонаправлен-
ных слоев определяются комплексными моду-
лями сдвига матриц *

mG  и комплексными мо-
дулями упругости волокон * ,fE  а для изотроп-
ных слоев СВК — только комплексными 
модулями сдвига * .mG  Упругие свойства мат-
риц, кроме того, характеризуются модулями 
объемного сжатия  ,mK  а для волокон — коэф-
фициентами Пуассона  f . Примем далее для 
характеристик *

mG  и *
fE  модель вязкоупруго-

сти с экспоненциальными ядрами релаксации 
[18] при учете температурно-временной анало-
гии. Тогда для *

mG  и *
fE  имеем следующие 

аналитические выражения от частоты колеба-
ний [18]: 

   * * *Re( ) i Im( );m m mG G G  

  

 
 

 
   

*
2

1
Re( ) ;

1 ( )

N m
m m m

m m

A
G G h  

 
 
 

 




  



*
2

1
Im( ) ;

1 ( )

n m m
m

m m

A
G   

   * * *Re( ) i Im( );f f fE E E  

  

 
 

 
   

*
2

1
Re( ) ;

1 ( )

N f
f f f

f f

A
E E h  

 
 
 

 




  



*
2

1
Im( ) ;

1 ( )

n f f
f

f f

A
E   (13)  

     ( );m mZ  )( ) exp ;m
m

m

aZ
b






     
 

     ( );f fZ  
)

( ) exp ;f
f

f

a
Z

b






 
     

 

  1,..., ;N  
       (1 )exp( ) ;m m m mh d c d  
       (1 )exp( ) ,f f f fh d c d  
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где  ,mG   ,m  
 ,mA  

 ,m   ,ma   ,mb   ,md   ,mc   ,fE  
 ,f  

 ,fA  
 ,f   ,fa   ,fb   ,fd   ,fc    — веще-

ственные константы, характеризующие упругие 
и вязкоупругие свойства матриц и волокон в 
слоях ГСВК;   — температура, 0 ;    
0  — начальное значение температуры. 

После определения компонент тензора ком-
плексных модулей упругости ГСВК *

ijklC  по (8)–
(13), вычислим компоненты тензора упругих 
податливостей * * 1Пijkl ijklC . Для расчета коэф-
фициентов рассеяния энергии (1) и (6) необхо-
димо также рассчитать амплитуды напряжений 
* ( )ij mx  в рассматриваемой конструкции (пла-
стине).  

 
Расчет амплитуд напряжений в композитных 
пластинах. Рассмотрим квазистатические коле-
бания пластины из ГСВК под действием давле-
ния на внешней и внутренней сторонах пласти-
ны   0,5  с амплитудными значениями 

*p и 

*p . На торцах пластины заданы амплитуды ко-

лебаний перемещений * .eiu  Распределение ам-
плитуд напряжений * ( )ij mx  в пластине, рас-
сматриваемой как трехмерное тело, под дей-
ствием такой системы нагрузок будет 
определяться решением следующей задачи ли-
нейной вязкоупругости при установившихся 
колебаниях [18]: 
  * 0;j ij  

    * * *1 ;
2ij j i i ju u  

  * * * ;ij ijkl klC   (15) 

     * *
3 3 3: ,i ip   * *: ,T i eiu u    *

3: [ ] 0,S i  
*

3[ ] 0,u  
состоящей из уравнений равновесия, соотно-
шений Коши, соотношений линейной вязко-
упругости (4), граничных условий на внешней и 
внутренней поверхностях 3 (их уравнение 
имеет вид  3 / 2)x h  и на торцевой поверхно-
сти T , а также граничных условий на поверх-
ности контакта S слоев пластины. Здесь 

*
3[ ]u  — скачок функций; *

ju  — компоненты век-
тора комплексных амплитуд перемещений; 
    / jj x  — оператор дифференцирования 
по декартовым координатам.  

Принимаем допущения: 1) малым является 
параметр   / 1h L , представляющий собой 
отношение толщины пластины h к характерно-
му размеру всей пластины L (ее максимальной 
длине); 2) амплитуда колебаний давления  *p  на 
внешней и внутренней поверхностях пластины 
имеет порядок малости 3( )O  по сравнению 

с 0E . Характерное значение модуля упругости 
материала пластины (размерная величина) 
     3 ;p p    0(1) ,p O E   (16) 
где (1)O  — безразмерная величина, порядка 1. 

Для решения задачи (15) используем анало-
гию между упругим и линейно вязкоупругим 
решением [18]. Тогда, применяя асимптотиче-
ский метод решения упругой задачи для много-
слойной пластины, предложенный в [13], вы-
ражения для компонент тензора амплитуд 
напряжений в вязкоупругой пластине, можно 
записать в следующем виде:  

   *(0)* ;IJ IJ   



         *(1) *(1)* 2

33 3 , 3 ,
0,5

J J J J d  

 





 
         

 
 *(2) *(2)3 * *

3 , 3 ,
0,5

( 0,5) < > ;J J J Jp p d   

  



      *(1) *(1) *(1)* 2

3 3 , ,
0,5

< > .I I IJ J IJ J d  (17) 

Здесь и далее индексы , , ,I J K L  пробегают 
значения 1, 2. Входящие в эти выражения 
напряжения *(0) ,IJ  *(1)

3I , *(1)
IJ  и *(2)

3I  вычисля-
ются по формулам 

  *(0) *(0) *(0) ;IJ IJKL KLC   

     *(1) *(0) *(0) *(0)*
, ;KLIJ IJKL IJKLM KL MC N   

 



    *(1) *(0) *(0) *(0)

3 ,
0.5

< > ;I KL J IJKL IJKLC C d   (18) 

 *(1)
33 0;    




    *(2) *(1) *(1)

3 , ,
0.5

< > ,I IJ J IJ J d   

где тензоры осредненных вязкоупругих кон-
стант пластины  

 *(0) * * * 1 *
3 33 3 ;IJKL IJk i KLIJKL k iC C C C C  

 
     *(0)* * * * 1 *

3 33 3IJKL IJKL IJk i KLIJKL k iC C C C C C ; 
  

  *(0) *(0) *Ф ;IJKLMIJKLM IJKLMN N  (19) 

 





     *(0) *(0) *(0)* * 1

3 3 3
0,5

;IJkIJKLM PMKL PMKLk PN C C C C d  

     * * *Ф ( ) Ф ( ) <Ф ( )>;KLMNS KLMNS KLMNS   

 


 


       * * 1 * 1 *

33 3 3 3
0,5

Ф ( ) .KLMNS SL SK i MNK i L iC C C d   

В формуле (19) введена операция осредне-
ния по толщине пластины  

  


 
0,5

*(1) *(1)

0,5
< > .i iu u d   (20) 
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Компоненты тензора амплитуд деформаций 
*(0)
IJ  и кривизн *

KL  срединной поверхности 
пластины определяются по формулам 

     *(0)*
3, ;KL KLu       *(0) *(0) *(0)

, ,
1 
2IJ I J J Iu u   (21) 

и зависят от трех функций: *(0)
Iu  — амплитуд 

продольных перемещений платины и *(0)
3u  — 

амплитуды прогиба, для вычисления которых 
имеем следующую систему дифференциальных 
уравнений квазистатических колебаний теории 
пластин и определяющих соотношений теории 
пластин: 

 *
, 0IJ JT ;  * *

,J JQ p ;  * *
, 0;IJ J IM Q  

      *(0) *(0)* * * *
,IJ IJKL IJKL KLKL KL MT C B ;  (22) 

      *(0) *(0)* * * * *
,IJ IJKL IJKL KL IJKLMKL KL MM B D K .   

Здесь *
IJT  — амплитуды усилий; *

IJM  — ампли-
туды моментов; *

IQ  — амплитуды перерезыва-
ющих сил. Компоненты осредненных тензоров 

*
IJKLB , *

IJKLD , *
IJKLMK  и *

IJKLMK  вычисляются по 
формулам  

    (0)< >;IJKL IJKLB C     (0)< >;IJKLM IJKLMK N   

  



     (0) (0)

0,5
< < > ;IJKL IJKL IJKLK C C d   (23)  

    (0)2 2< >;IJKL IJKLD C      (0)2< >.IJKLM IJKLMK N  
Выражения (17) дают точные значения для 

компонент напряжений с точностью до членов 
1-го порядка малости для *

IJ  и 3-го порядка 
малости для *

3I  и *
33  относительно парамет-

ра . 
Амплитуды перемещений в пластине с точ-

ностью до членов 2-го порядка малости имеют 
следующий вид: 

        

  

*(0) *(0) *(0)* *
3,

*(0) *(0)* *
3 33

( ) ;

( ),
I IKLI I KL

KLKL

u u u U

u u U
  (24)  

где 
  * ( )iKLU  

* 1 * * 1 *
3 33 3 3 3

0,5 0,5
2 < > .j KL j KLi j i jC C d C C d

 
 

 

 
     

 
    (25)  

 
Изгибные колебания многослойных пластин. 
Рассмотрим задачу об изгибных квазистатиче-
ских колебаниях многослойной вязкоупругой 
пластины прямоугольной формы под действи-
ем равномерно распределенного давления. 
Полагаем, что слои пластины расположены 

симметрично относительно плоскости   0 . 
В этом случае для задачи изгиба пластины ну-
левыми являются следующие функции: 

  
   

   

*(0) *(0) *

*(0) *(1)
3

0; 0; 0;
0; 0,

IJI KL

IJ I

u T
  (26)  

а ненулевыми неизвестными функциями — 
только *(0)

3 ( )u x , *
11( )M x , *

1 ( )Q x . Здесь  1x x  — 
безразмерная продольная координата пласти-
ны. Тогда тождественно ненулевые уравнения 
(12) и кинематические соотношения (14) при-
нимают вид 

    * *
11,11 ;M p   * * *

11 1111 11;M D     *(0)*
11 3,11 .u  (27) 

Решение уравнений (27) вместе с граничны-
ми условиями шарнирного закрепления: при 
 0x  и  1:x  *(0)

3 0,u  *(0)
3,11 0u  — это решение 

для прогиба пластины в теории Кирхгофа — 
Лява [18]: 

  


   

 

*
*(0) 3 2
3 *

11
*(0)* 2

11 1111

( 2 1);
24

< >,

pu x x x
D

D C
   (28) 

тогда напряжения (16) принимают следующий 
вид: 

 


   


*(0) *
11*
2 *

11
( 1)

2
IJ

IJ
C p

x x
D

; 

  




           
 *

*(0) *(0)*
3 111 111*

11 0,5

1 < > ;
2I I I

p x C C d
D

  (29) 

        * * *
33 ( 0,5)p p  

  




   
 *

*(2) *(2)
*
11 0,5

< > .p d
D

 

Здесь     * 3 * ;p p     * 3 * ,p p  а также учтено, 
что  

   
 


* * *

* * 3 *
1111 11 11

.p p p
D D D

 

 
Результаты численного моделирования. При-
меним разработанную методику для расчета 
коэффициентов рассеяния энергии в ГБСК, ко-
торые состоят из семи слоев (N = 7): слои 1 и 
7 — однонаправленные композиты с волокна-
ми 1-го типа и матрицей 1-го типа; слои 3 и 5 — 
однонаправленные композиты с волокнами  
2-го типа и матрицей 1-го типа; остальные слои 
(№ 2, 4 и 6) — изотропные неармированные ма-
териалы с матрицей 2-го типа. Таким образом, 
в таком ГБКМ имеется четыре различных типа 
материала: два типа волокон и два типа матриц. 
В качестве матрицы 1-го типа была выбрана 
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матрица эпоксидного типа — один из наиболее 
широко применяемых типов полимерных мат-
риц для волокнистых композитов, а в качестве 
матрицы 2-го типа был выбран тетразол-содер-
жащий полимер МПВТ-А (поли-N-метилаллил-
5-винилтетразол), обладающий повышенными 
вязкоупругими свойствами [21]. Армирующие 
волокна 1-го типа были выбраны стеклянными. 
Эти волокна практически не проявляют вязко-
упругих свойств и поэтому полагались упруги-
ми, а в качестве волокон 2-го типа были выбра-
ны органические волокна Армос [4], которые 
проявляют достаточно существенные вязко-
упругие свойства, эти волокна при численном 
моделировании рассматривались как вязко-
упругие. Константы (14) для эпоксидной мат-
рицы ЭД-20 имеют следующие значения: 

       

  

 

   

   
  

   
 

1
4

1

0,5 ГПа; 0,35; 0,01;
0,02; 1; 0,5 ГПа;
10 с; 30 К; 300 К,

1, 3, 5, 7.

m m m

m m m

m mm

G c
d n A

a b
  (30)  

Константы (14) для тетразолсодержащего 
полимера МПВТ-А имеют следующие значения: 

       

  

 

   

   
  

   
 

1
3

1

0,2 ГПа; 0,35; 0,01;
0,02; 1; 0,9 ГПа;
10 с; 20 К; 300 К,

2, 4, 6.

m m m

m m m

m mm

G c
d n A

a b
  (31)  

Характеристики арамидных вязкоупругих 
волокон: 

       

  

 

   

   

  

   
 

1
5

1

120 ГПа; 0,25; 0,003;
0,02; 1; 120 ГПа;
10 с; 30 К; 300 К,

1, 7.

f f f

mf f

f f f

E c
d n A

a b
  (32)  

Характеристики стеклянных упругих воло-
кон: 

       
 



   

  1

200 ГПа; 0,25; 1;
0 ГПа, 3, 5.

mf f

f

E n
A

  (33) 

Коэффициент армирования 1D однонаправ-
ленных слоев с обоими типами волокон был 
принят равным 0,6. Все характеристики (30)–
(33) полимерных материалов и волокон, кроме 
коэффициентов Пуассона, определялись путем 
наилучшей аппроксимации экспериментальных 
кривых изменения действительных частей мо-
дуля сдвига  *Re( ( ))mG  и модуля упругости 

 *Re( ( ))fE , а также экспериментальных зави-
симостей тангенсов углов потерь  
 

     *
* *tg ( ) Im( ( )) / Re( ( ));

m m mG G G   

 
    *

* *tg Im( ( )) / Re( ( ))
f f fE E E  

от температуры материалов с помощью анали-
тических зависимостей (13).  

Зависимости действительной части ком-
плексных модулей сдвига *Re( )mG  полимера 
МПВТ-А и эпоксидной матрицы, а также отно-
сительной действительной части комплексного 
модуля упругости арамидного волокна 

 * *
0Re( ) / Re( )f fE E  от температуры показаны на 

рис. 1. Наибольшей теплостойкостью обладают 
арамидные волокна, а теплостойкость эпоксид-
ной матрицы выше, чем у тетразолсодержащего 
полимера.  

Зависимости от температуры тангенса угла 
механических потерь  *tg ( )

mG  для тетразол-
содержащего полимера МПВТ-А и эпоксидной 
матрицы, а также тангенса угла механических 

 
Рис. 1. Зависимости действительной части  

комплексных модулей сдвига *Re( )mG   
тетразолсодержащего полимера МПВТ-А (1),  

эпоксидной матрицы (2) (ГПа) и относительной 
действительной части комплексного модуля  

упругости арамидного волокна  
 * *

0Re( ) / Re( )f fE E  (3) от температуры: 
– – – — эксперимент; —— — аппроксимация  

по формулам (13) 

 
Рис. 2. Зависимости тангенса угла механических  

потерь  *tg mG  для тетразолсодержащего полимера 
МПВТ-А (1), эпоксидной матрицы (2) и тангенса 

угла механических потерь  *tg
fE  (3)  

для арамидного волокна от температуры: 
– – – — эксперимент; —— — аппроксимация  

по формулам (13)  
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потерь  *tg
fE  арамидных волокон, получен-

ные экспериментально и путем аппроксимации 
по формулам (13), представлены на рис. 2. Экс-
периментальные данные по полимеру МПВТ-А 
заимствованы из работы [21], по эпоксидной 
матрице ЭД-20 — из работы [22], а по арамид-
ным волокнам — из [4]. Полимер МПВТ-А 
имеет очень высокое значение экстремума тан-
генса угла механических потерь, превышаю-
щее 1, эпоксидная матрицы имеет максималь-
ное значение  *tg ( )

mG  = 0,7, а максимум тан-
генса угла потерь арамидных волокон 
составляет около 0,5. Однако все материалы 
отличаются температурой достижения экстре-
мумов — 350, 395 и 440 К соответственно, что 
обусловливает различные частотные зависимо-
сти тангенсов угла потерь данных материалов в 
диапазоне 1…1 000 Гц (рис. 3). Максимум 
функции  *tg ( )

mG  для МПВТ-А достигается 
на частоте m  = 65 Гц, для эпоксидной матри-
цы этот максимум реализуется при m  = 
= 382 Гц, а для арамидного волокна частота экс-
тремума превышает выбранную границу 1 КГц 
и функция  *tg ( )

fE  в рассмотренном диапа-
зоне является монотонновозрастающей. 

ГСВК имеет 7-слойную структуру: [0о/П/ 
+45о/П/–45о/П/0о], где П — полимер МПВТ-А, 
относительные толщины слоев       1h  
были выбраны следующими:  2 6 0,03;h h  

1h = 7h 0,225;  3 5 0,225;h h  4 0,04h . Гео-
метрические размеры пластины: L = 1 м, h  

  22 10 м,  давление на поверхностях пластины 
  *Re( ) 0,2 МПа,p    *Re( ) 0,1 МПаp . 

Распределения действительных частей ком-
плексных амплитуд тензоров изгибных напря-
жений *

11Re , сдвиговых напряжений *
13Re  и 

поперечных напряжений по толщине *
33Re  

пластины для различных значений продольной 
координаты x приведены на рис. 4. Максималь-
ные значения изгибных напряжений *

11Re  ре-
ализуются в 1-м и 7-м слоях с продольной ори-
ентацией стеклянных волокон     1 7 0  в 
срединной части пластины при  0,5x , а мак-
симальные значения сдвиговых напряжений 

*
13Re  — на краях пластины при x = 0 и 1 в 3-м 

и 5-м слоях с ориентацией арамидных волокон 
      3 545 , 45 .  Поперечные напряжения 

*
33Re  одинаковы для всех значений x. Для рас-

смотренного типа композита все действитель-
ные части комплексных амплитуд тензоров 
напряжений *Re ij  практически не зависят от 
частоты колебаний  , в том числе сдвиговые и 
поперечные напряжения. Этот факт объясняет-
ся тем, что напряжения *

13Re  и *
11Re  соглас-

но формулам (29) определяются значениями 
комплексного модуля упругости *(0)

1111C , которые 
практически не зависят от вязкоупругих 
свойств матрицы и арамидных волокон.  

 
Рис. 3. Расчетные частотные зависимости  

тангенса угла механических потерь  *tg mG   
для тетразолсодержащего полимера МПВТ-А (1), 

эпоксидной матрицы (2) и тангенса угла  
механических потерь  *tg

fE  (3)  

для арамидного волокна  

 
Рис. 4. Распределение действительной части  

амплитуды: 
а — изгибных напряжений *

11Re  по толщине пластины 
из ГСВК в различных зонах (1 — x = 0,1, 2 — 0,4, 3 — 0,5); 

б — касательных напряжений *
13Re  по толщине  

пластины из ГСВК в различных зонах (1 — x = 0, 2 — 0,25, 
3 — 0,5, 4 — 0,75, 5 — 1); в — поперечного напряжения 

*
33Re  по толщине пластины из ГСВК 
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Распределения локального коэффициента 
(1) рассеяния энергии по пластине представле-
ны на рис. 5. Результаты расчетов показывают, 
что максимальные значения коэффициента 
рассеяния энергии реализуются в слоях компо-
зитной пластины № 2, 4 и 6 из высокодемпфи-
рующего материала МПВТ-А, а также в слоях с 
арамидными волокнами с ориентацией воло-
кон  45 .  Значения коэффициента рассеяния 
энергии в слоях с продольной ориентацией 
стеклянных волокон 0  значительно меньше. 

Зависимость интегрального коэффициента 
рассеяния энергии  ( )  (6) от частоты колеба-
ний   при различных значениях углов ориен-
тации армирования    3 5 3( )  арамидных 
волокон показана на рис. 6. Для угла 
   3 5 0  функция  ( )  является монотон-
ной и максимум функции достигается при мак-
симальном значении частоты, при остальных 
значениях угла 3  функция  ( )  имеет харак-
терный максимум max  на некоторой частоте 
max ,  причем с увеличением угла 3  частота 
max  снижается. Следует отметить, что при из-
менении угла 3  от 0 до 90° максимум функции 
 ( )  изменяется не монотонно: сначала он 
возрастает до значения   3 35 ,  а потом начи-
нает убывать при изменении 3  от 35  до 90°. 
Таким образом максимальное рассеяние энер-
гии в пластине из ГСВК реализуется при угле 
армирования арамидных волокон   3 35 .   

Для проектирования композитных пластин, 
обладающих одновременно высокими жест-
костными и демпфирующими свойствами, вве-
дем специальную параметрическую характери-
стику: зависимость действительной части ком-
плексной изгибной жесткости пластины 

*
11 maxRe( ) ,D  определяемой по (29), от макси-

мального значения интегрального коэффици-
ента рассеяния энергии max  композитной пла-
стины. Такая параметрическая характеристика 
для различных ГСВК с разными углами арми-
рования 3  арамидных волокон, полученная 
расчетным путем по разработанной методике, 
представлена на рис. 7. Зависимость *

11 maxRe( )D  
от max  для ГСВК не является монотонной: 
значения угла   3 35  обеспечивают макси-
мальные значения коэффициента рассеяния 
энергии при достаточно высоких значениях 
изгибной жесткости. Этот эффект может быть 
использован при проектировании оптималь-
ных структур ГСВК.  

Выводы 
1. Разработан метод расчета рассеяния энер-

гии в конструкциях из гибридных композици-
онных материалов, состоящих из двух типов 
армирующих волокон, полимерной матрицы и 
высокодемпфирующих промежуточных слоев 
между силовыми слоями. Метод основан на 
использовании модели вязкоупругих матриц и 
армирующих волокон, а также асимптотиче-
ской теории тонких пластин для расчета 
напряжений в гибридной пластине. Важным 
преимуществом этой теории является возмож-
ность применения аналитических формул для 

 
Рис. 5. Распределение локального коэффициента 
демпфирования  ( , )x по толщине композитной 
пластины в различных зонах для частоты 15 Гц: 

1 — x = 0,25, 2 — x = 0,5  

 
Рис. 6. Зависимость интегрального коэффициента 

рассеяния энергии от частоты колебаний  
композитной пластины для различных углов  

ориентации арамидных волокон в ГСВК: 
1 —   3 0 ;  2 —   3 15 ;  3 — 3 30 ;    4 — 3 45 ;     

5 —   3 60 ;  6 —   3 75 ;  7 —   3 90  

 
Рис. 7. Соотношение между действительной частью 

комплексной изгибной жесткости пластины 
*
11 maxRe( )D  и интегральным коэффициентом  

рассеяния энергии max  для различных углов  
ориентации арамидных волокон в ГСВК: 

1 —   3 0 ;  2 —   3 15 ;  3 —   3 30 ;  4 — 3 45 ;    
5 —   3 60 ;  6 —   3 75 ;  7 —   3 90  
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расчета всех шести компонент напряжений в 
слоях многослойных пластин.  

2. Выполнено численное моделирование 
напряжений при изгибных колебаниях вязко-
упругой пластине из композитного гибридного 
слоисто-волокнистого материала, на основе 
стеклянных и арамидных волокон, а также со-
держащего специальные слои высокодемпфи-
рующего полимера МПВТ-А. Численные расче-
ты по разработанной теории показали, что мак-
симальные значения коэффициента рассеяния 
энергии реализуются в слоях композитной пла-
стины из высокодемпфирующего материала 
МПВТ-А и в слоях с арамидными волокнами, 

обладающими вязкоупругими свойствами. Зна-
чения коэффициента рассеяния энергии в сло-
ях с продольной ориентацией стеклянных во-
локон значительно меньше. 

3. С помощью численного моделирования 
обнаружен эффект, состоящий в том, что при 
изменении угла ориентации арамидных воло-
кон от 0 до 90о максимум коэффициента рассе-
яния энергии в гибридной композитной пла-
стине при изгибных колебаниях реализуется 
при определенном значении угла 35 , этот эф-
фект может быть использован при проектиро-
вании оптимальных структур гибридных ком-
позитных пластин.  
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