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Подкрепленные и интегральные композитные конструкции широко используются в 
современной ракетно-космической технике. Одной из причин исчерпания несущей 
способности таких конструкций является местная потеря устойчивости композитных 
пластин, сжатых вдоль длинных сторон. На сегодняшний день не существует расчет-
ных методов, учитывающих при проектировании несущих оболочек корректно все 
эффекты, связанные с использованием композитов. В предлагаемой работе получены 
расчетные формулы, позволяющие проводить исследование местной устойчивости 
элементов подкреплений композитных панелей и оболочек при различных гранич-
ных условиях. Приведена сводка коэффициентов, используемых при расчетах устой-
чивости подкрепляющих элементов. Выполнен численный анализ различных типов и 
структур подкрепляющих элементов, а также анализ возможностей компромиссной 
оптимизации композитных структур с целью одновременного обеспечения их общей 
и местной устойчивости. Показано, что использование современных и перспектив-
ных композитов позволяет значительно повысить несущую способность композит-
ных несущих оболочек при условии оптимального проектирования композитных 
структур подкрепляющих элементов. 
Ключевые слова: композит, панель, оболочка, местная устойчивость, расчет, оптими-
зация. 

Stiffened and integral composite constructions are widely used in modern rocket and space 
engineering. Local buckling of composite plates compressed along their long sides can cause 
failure of such structures. At present, there are no design methods that take into account all 
peculiarities of load-bearing shells made of composite materials. This paper presents 
calculation formulas derived to investigate the local buckling of the elements of stiffened 
composite panels and shells under various boundary conditions. The buckling coefficients 
of stiffened elements are presented and the numerical analysis of various types and 
structures of stiffened elements is performed. The application of the compromise 
optimization to provide simultaneous global and local stability of composite structures is 
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discussed. It is shown that the use of advanced composites can considerably increase the 
load-bearing capacity of shells if the design of stiffened elements is optimal. 
Keywords: composite, panel, shell, local buckling, calculation, optimization. 

Подкрепленные конструкции широко исполь-
зуются в ракетно-космической технике и в дру-
гих отраслях народного хозяйства. Первона-
чально они представляли собой клепаные или 
сварные металлические панели и оболочки. Со 
временем появились многослойные анизотроп-
ные композитные структуры [1, 2]. В настоящее 
время главное направление разработки таких 
конструкций связано с созданием из углепласти-
ка [3] интегральных панелей, в которых обшивка 
и подкрепляющие элементы объединены в еди-
ное целое [4]. При изготовлении таких панелей 
могут использоваться современные высокопро-
изводительные технологии инфузии и инжек-
ции, что обеспечивает дополнительные пре-
имущества подобным изделиям [5]. 

Подкрепленные (интегральные) конструк-
ции могут различаться по типам используемых 
подкреплений. Некоторые из них показаны на 
рис. 1. Прежде всего следует выделить подкреп-
ления с открытым профилем (рис. 1, а) и за-
крытым профилем (рис. 1, б), а также много-
стеночную структуру (рис. 1, в). 

Основной смысл создания подкрепленных (в 
том числе интегральных) конструкций заключа-
ется в повышении изгибной жесткости и, следо-
вательно, устойчивости панели или оболочки за 
счет сравнительно небольшого увеличения ее 
массы, что особенно важно для крупногабарит-
ных ракетно-космических конструкций. 

Вместе с тем для подобных конструкций ха-
рактерны дополнительные механизмы разру-
шения, которые могут привести к преждевре-
менному исчерпанию несущей способности 
подкрепленной панели или оболочки. Основ-
ным из них является местная потеря устойчи-
вости [6, 7] — потеря устойчивости отдельных 
элементов конструкции без глобального изме-
нения ее конфигурации. 

Местная потеря устойчивости композитных 
подкрепленных конструкций, как правило, 
приводит к иным последствиям, чем у тради-
ционных металлических [8]. Так, например, 
известно [6], что для металлических стрингер-
ных или стрингерно-шпангоутных (вафельных) 
отсеков ракет допускается местная потеря 
устойчивости обшивки, поскольку пластиче-
ское деформирование в высоконагруженных 
зонах приводит к перераспределению напря-
жений и сохранению несущей способности 
конструкции. Напротив, в композитных под-
крепленных конструкциях недопустима потеря 
устойчивости никаких элементов. Хрупкое раз-
рушение полимерных композитов может ини-
циировать процессы, приводящие к лавинооб-
разному разрушению или потере устойчивости 
всей конструкции. 

Цель работы — исследование возможностей 
повышения местной устойчивости подкреп-
ленных и интегральных композитных кон-
струкций за счет оптимального выбора струк-
турных параметров многослойных элементов. 

Для описания потери устойчивости много-
слойных композитных элементов подкрепле-
ний может быть использована классическая 
постановка задачи устойчивости [9], дополнен-
ная методами анализа многослойных анизо-
тропных композитных структур [7, 10]. Для 
сжатых удлиненных пластин (элементов под-
крепленных конструкций) погонная критиче-
ская нагрузка 
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где D — цилиндрическая жесткость пластины; 
b — ширина пластины; k — коэффициент, 
определяется в зависимости от условий закреп-
ления длинных сторон; его значения для раз-
личных типов закрепления приведены в [6, 9, 
12]. Расчетная схема задачи и основные обозна-
чения показаны на рис. 2, а. 

 
Рис. 1. Примеры композитных интегральных  

панелей: 
а — подкрепления с открытым профилем; 
б — подкрепления с закрытым профилем;  

в — многостеночная структура 
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Формула (1) справедлива для однородных 
изотропных пластин. При анализе многослой-
ных элементов подкрепленных конструкций 
ограничимся случаем ортотропной в осях x, y 
пластины, структура которой симметрична от-
носительно ее срединной плоскости (для не-
симметричной пластины даже малые нагрузки, 
действующие в ее срединной плоскости, приве-
дут к появлению кривизн и выходу пластины из 
плоскости). 

Расчетные формулы для многослойных ком-
позитных пластин могут быть получены на ос-
нове энергетического критерия устойчивости в 
форме Брайана [9], который в данном случае 
имеет вид 
     0.U V  (2) 
Здесь U — изменение потенциальной энергии 
пластины при переходе ее в отклоненное состо-
яние; V — работа докритических напряжений 
на бифуркационных деформациях второго по-
рядка малости [9], 

      (0) (0) (0)2 21 , 2 , , , ,
2 x x xy x y y y

S

V T w T w w T w dxdy  (3) 

где S — площадь срединной плоскости; 
(0) (0) (0), ,x y xyT T T  — внутренние погонные силы в 

координатной плоскости (для сжатых в направ-
лении продольной оси полок композитных 
профилей,  (0) ,qxT   (0) (0) 0),y xyT T  w(x, y) — 
бифуркационные поперечные перемещения 
срединной поверхности; индекс после запятой 
обозначает дифференцирование по соответ-
ствующей координате. 

Для многослойных симметричных пластин 
справедливы следующие выражения [7, 8]: 
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Здесь i — номер слоя; ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 12 12, , ,i i i iE E G  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 12 1 21( )i i i iE E  — технические константы 

упругости материала слоя в его естественной 
системе координат 12, в которой ось 1 слоя 
совпадает с направлением укладки волокон, а 
ось 2 направлена по нормали к ней в плоскости 
слоя; i — угол армирования слоя (угол между 
осью 1 слоя и осью x конструкции; рассматри-
ваются ортотропные перекрестно армирован-
ные слои i). 

Наиболее прост анализ устойчивости пря-
моугольной пластины, два противоположных 
края которой шарнирно оперты [9, 12]. В этом 
случае решение можно представить в следую-
щем виде: 

   ( , ) sin ( ),m
m xw x y w y

a
 

где m — любое число натурального ряда 
(m = 1, 2, 3, …); (y) — функция, которая долж-
на удовлетворять уравнению 
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Рис. 2. Расчетная схема задачи о местной 

 устойчивости: 
а — полки подкрепляющего профиля с произвольными 

граничными условиями, б — пластины с подкрепленным 
краем  
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Здесь qm — собственное значение нагрузки для 
формы с m полуволнами вдоль оси x. 

При двух незакрепленных сторонах пласти-
ны, параллельных оси x, она может потерять 
устойчивость как стержень. При этом ,y = 0 и 
qm = Dxx(m/a)2. Если хотя бы одна из этих сто-
рон закреплена, то критическая нагрузка должна 
быть больше, и, следовательно, третье слагаемое 
уравнения (5) имеет знак «–». Общее решение 
такого уравнения может быть записано в виде 
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Граничные условия для выражения (6): 
• шарнирное опирание  

  = 0,   ,yy = 0; 
• заделка 

  = 0,   ,y = 0; 
• свободный край 
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Решения для изотропных пластин с различ-
ными условиями закрепления приведены в ра-
боте [12]. 

Для шарнирно опертых по всем четырем 
сторонам пластин можно принять [9]  ( )y  
 sin( / ),n y b  где n = 1, 2, 3, … Таким образом, 
k2 = n/b, откуда следует [12] 
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Потеря устойчивости пластины произойдет 
при достижении нагрузкой наименьшего из 
собственных значений. Поскольку зависимость 
qmn от величины n монотонна, очевидно. что 
для поиска критической нагрузки следует при-
нять n = 1. При соизмеримых длинах сторон 
пластины минимум по m находится перебором; 
если a/b >> 1, то можно считать величину m/a 
непрерывно изменяющимся параметром и ис-
кать минимум, приравнивая к нулю производ-
ную от qm по этому параметру. Результат мини-
мизации может быть записан в виде, аналогич-
ном (1): 
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Различные варианты условий закрепления 
длинных сторон пластины представлены в 
табл. 1. Для каждого варианта приводится ха-
рактеристическое уравнение, из которого опре-
деляются собственные значения нагрузок, а 
также функции формы.  

Критическая нагрузка во всех случаях за-
крепления может быть представлена в виде (7). 
Значение коэффициентов k для различных 
условий закрепления и структур пластины при-
ведены в табл. 2. Рассматриваются однородные 
перекрестно армированные структуры квад-
ратных пластин и пластин с большим удлине-
нием. Отсчет углов ведется от оси x. Расчеты 
проведены для углепластика ЛУ-П/ЭНФБ, из 
которого в последние годы выполнялось боль-
шинство ракетно-космических композитных 
конструкций. 

Следует отметить, что приведенные в табл. 2 
значения не могут использоваться для сравне-
ния устойчивости различных структур, по-
скольку в соответствии с формулой (7) они 
должны умножаться на величину Dxx, которая 
также зависит от структурных параметров. Од-
нако в пределах каждого столбца полезно срав-
нить величины коэффициентов k для различ-
ных удлинений и условий закрепления пластин. 

Следует обратить внимание на очень малые 
величины k для однонаправленных структур, 
армированных в направлении приложения 
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нагрузки. Особенно это характерно для пластин 
со свободным краем: потеря устойчивости 
удлиненной пластины с одним свободным кра-
ем и шарнирным закреплением на другом при 
любом армировании происходит с одной полу-
волной в направлении оси x. При малых значе-
ниях поперечного модуля упругости и модуля 
сдвига волокна у свободного края ведут себя 
подобно стержням: даже при a/b = 10 зависи-
мость критической нагрузки от величины a все 
еще сохраняется. При остальных условиях за-
крепления образуется несколько волн в про-
дольном направлении и слабость поперечных и 
сдвиговых характеристик сказывается в мень-
шей мере. С увеличением угла армирования 
коэффициенты k значительно возрастают. При 
этом уменьшаются длины волн в продольном 
направлении: даже для квадратной пластины 
при углах, больших 45, для пластин с закреп-
ленными краями критической форме соответ-
ствует не одна полуволна, а две. 

Результаты сравнительного анализа устой-
чивости удлиненных (a/b = 10) пластин различ-
ной структуры, изготовленных из того же уг-
лепластика ЛУ-П/ЭНФБ, приведены на рис. 3. 
Каждая кривая показывает отношение крити-
ческой нагрузки для текущей структуры и те-
кущих условий закрепления к соответствующей 
критической нагрузке однородной по толщине 
квазиизотропной структуры из данного мате-
риала [10]. 

Максимум устойчивости во всех случаях со-
ответствует структуре [45], различна лишь 
относительная эффективность этой структуры. 
Однако такие структуры имеют крайне низкую 
жесткость в продольном направлении. По-
скольку подкрепление панелей и оболочек про-
изводится, как правило, с целью повышения их 
жесткости и общей устойчивости, при проек-
тировании необходимо решать задачу компро-
миссной оптимизации [8, 13] для обеспечения 
как общей устойчивости панели или оболочки, 

Таблица 1 
К расчету устойчивости многослойных прямоугольных ортотропных пластин 
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так и местной устойчивости полок подкрепля-
ющего элемента. 

Некоторые результаты решения такой зада-
чи представлены на рис. 4. На рисунке приве-
дены границы предельных возможностей в 
пространстве требований максимизации про-
дольного модуля упругости и местной устойчи-
вости удлиненных пластин с шарнирным за-
креплением и свободным краем (по осям отло-
жены безразмерные величины, отнесенные к 
соответствующим характеристикам однород-
ной по толщине квазиизотропной структуры из 

углепластика ЛУ-П/ЭНФБ). Эти границы отде-
ляют область доступных требований к свой-
ствам проектируемой конструкции (выделена 
затемнением) от области, в которой удовлетво-
рение требований невозможно [13]. 

Для увеличения изгибной жесткости край 
полки иногда подкрепляют стержнем из одно-
направленного материала, как это показано на 
рис. 2, б. Соотношение между внутренними си-
ловыми факторами в пластине и стержне можно 
получить из условия равенства деформаций в 
направлении оси x: 

Таблица 2 
Значения коэффициентов k для различных удлинений и условий закрепления  

перекрестно армированных пластин из углепластика 

a/b Схема закрепления 
Схема армирования

[0] [20] [45] [60] [90] Квазиизотропная 

1 

1,24 2,02 6,89 14,0 10,2 4,00 

1,56 2,64 11,0 20,4 20,4 7,69 

1,36 2,28 8,99 16,7 15,8 5,74 

1,04 1,15 1,87 2,72 1,58 1,39 

1,06 1,20 2,21 3,82 3,68 1,64 

10 

0,70 1,57 6,89 13,1 10,2 4,00 

1,40 2,59 10,4 20,2 20,4 6,97 

1,02 2,06 8,62 16,6 14,8 5,42 

0,050 0,20 1,02 1,84 0,59 0,43 

0,24 0,49 1.96 3,81 3,55 1,27 
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  .
x

qN
EF E H

 

Здесь H — толщина пластины; Ex — средний 
модуль упругости ее материала; EF — жесткость 
стержня на растяжение-сжатие. Таким образом, 
сила, действующая в подкрепляющем стержне,  

   .N qb  
Здесь  — безразмерный коэффициент, зави-
сящий от отношения жесткостей стержня и 
пластины, 

   .
x

EF
E Hb

 

Изменение полной потенциальной энергии 
в данном случае запишется в виде  

 Э = U + V + Uст + Vст, 
где величины U и V для пластины определяют-
ся согласно (4) и (3),  

   2 2
ст ст

0 0

1 1, ; , .
2 2

a a

xx xb bU EIw dx V Nw dx  

Здесь EI — изгибная жесткость стержня; wb — 
поперечное перемещение стержня: ( )bw x  

 ( , ) .y bw x y  Таким образом, по-прежнему 
справедливо выражение (6), граничные условия 
для которого при y = 0 записываются в виде 
 = 0, ,yy = 0, а при y = b: 
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где величины  и  пояснены в табл. 1; 
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С учетом данных граничных условий харак-
теристическое уравнение для подкрепленной 
пластины имеет вид 

     
2

2 2 22 sin cosk k b k k b  

 
Рис. 3. Относительные критические нагрузки  

для длинных перекрестно армированных пластин  
из углепластика ЛУ-П/ЭНФБ: 

1 — шарнирное закрепление одной ненагруженной  
стороны и свободный край на другой; 2 — шарнирное 

закрепление обеих ненагруженных сторон;  
3 — шарнирное закрепление одной ненагруженной  

стороны и заделка другой; 4 — заделка одной  
ненагруженной стороны и свободный край на другой;  

5 — заделка обеих ненагруженных сторон

 
Рис. 4. Границы предельных возможностей  

при одновременной максимизации критической 
нагрузки и продольного модуля упругости  

для длинных перекрестно-армированных пластин  
из углепластика ЛУ-П/ЭНФБ с шарнирным  

закреплением обеих ненагруженных сторон (а)  
и шарнирным закреплением одной ненагруженной 

стороны с заделкой другой (б) 
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Следует обратить внимание на изменение 
форм потери устойчивости в зависимости от 
жесткости подкрепляющего стержня: при ма-
лой жесткости формы близки к указанным в 
четвертой строке табл. 1 (в частности, критиче-
ская нагрузка соответствует одной полуволне 
по длине пластины); при увеличении жесткости 
стержня решение приближается к приведенно-
му в третьей строке табл. 1. 

Эффективность использования подкрепля-
ющих профилей со стержнем на свободном 
краю иллюстрирует рис. 5. Увеличение диамет-
ра стержня сопровождается уменьшением тол-
щины пластины так, что общая масса остается 
постоянной. На рисунке показаны значения 
суммарной критической силы qкрb(1+) и изгиб-
ной жесткости b2(EF +Exbh/3) подкрепляющего 
профиля относительно точки закрепления, ко-
торая определяет повышение общей устойчи-
вости подкрепленной панели или оболочки [6, 
7]. Расчеты проведены для квазиизотропной 
пластины из углепластика ЛУ-П/ЭНФБ с мак-
симальной толщиной (без стержня) 5 мм, b = 40 
мм, стержень выполнен из однонаправленного 
углепластика ЛУ-П/ЭНФБ и имеет круглое се-
чение. По осям абсцисс на рис. 5 отложена доля 
массы стержня в общей массе подкрепленного 
профиля (рассмотренный диапазон соответ-
ствует значениям радиуса стержня 3…7 мм), а 
по осям ординат — безразмерные значения опи-
санных характеристик, отнесенные к соответ-
ствующим величинам пластины с максималь-
ной толщиной.  

На рисунке видно, что подкрепление сво-
бодного края профиля стержнем может повы-
сить его устойчивость только при небольшой 
длине; для удлиненных полок профилей повы-
шение общей устойчивости может сопровож-
даться значительным снижением устойчивости 
местной, поскольку собственная устойчивость 
длинного стержня весьма низка. Об этом сви-
детельствуют и формы потери устойчивости: 
только для очень жестких стержней при a/b = 2 

образуется две или три полуволны по длине, а 
при a/b = 3 — даже четыре (нисходящие части 
кривых на графике); во всех прочих случаях 
m = 1. 

В заключение необходимо напомнить, что в 
случае a/b >> 1 вид закрепления коротких сто-
рон не имеет значения [9] и полученные фор-
мулы можно использовать при любом закреп-
лении торцов профилей. 

Выводы 
1. Получены расчетные формулы, позволя-

ющие провести аналитическое исследование 
местной устойчивости элементов подкрепле-
ний композитных панелей и оболочек. 

2. Проведен численный анализ устойчивости 
подкрепляющих элементов различных типов и 

 
Рис. 5. Относительная критическая сила (а)  

и относительная изгибная жесткость сечения (б) 
углепластиковой пластины, подкрепленной  

стержнем, в зависимости от доли массы стержня  
в общей массе: 

1 — a/b = 1; 2 — a/b = 2; 3 — a/b = 3; 4 — a/b = 10 
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структур, приведена сводка коэффициентов, 
используемых при расчетах устойчивости под-
крепляющих элементов. 

3. Проанализированы возможности ком-
промиссной оптимизации композитных струк-
тур в целях одновременного обеспечения как 
общей устойчивости подкрепленной панели 
или оболочки, так и местной устойчивости по-

лок подкрепляющего элемента. Показано, что 
использование современных и перспективных 
композитов способно значительно повысить 
несущую способность подкрепленных и инте-
гральных ракетно-космических конструкций 
при условии оптимального проектирования 
структур подкрепляющих элементов. 
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