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Повышение скорости выполнения

маневров автомобиля с помощью

принудительного задания

соотношения скоростей вращения

колес

С.В. Потоскуев

Установлена взаимосвязь угловых скоростей колес разных бортов, ко-

торая позволяет увеличить максимальную скорость автомобиля при

криволинейном движении. Приведено описание математической модели

криволинейного движения двухосного автомобиля с различными схемами

трансмиссии. С использованием математического моделирования полу-

чены и приведены значения радиуса поворота в зависимости от скорости

выполнения поворота.

Ключевые слова: поворот, управляемость, устойчивость, математи-

ческая модель, имитационное моделирование.

The interrelation of angular speeds of different sides wheels has been

established, which allows to increase an automobile maximum speed in

curvilinear motion. The description of a mathematical model of curvilinear

motion of biaxial automobile with different transmission schemes is presented.

The values of cornering radii against the speed of turning have been obtained by

means of mathematical modelling and are presented.

Keywords: turning, manoeuvrability, stability, mathematical model,

simulation.

Быстроходность автомобиля оценивается средней скоростью дви-

жения, на которую влияет множество факторов, в том числе

кривизна пути. Для автомобиля максимальная скорость выполнения

поворота на твердом основании определяется устойчивостью и управ-

ляемостью.

Наиболее распространенным способом поворота двухосного легко-

вого автомобиля является поворот плоскостей вращения колес перед-

ней оси. В то же время с развитием электронных систем все более ши-

роко применяют системы управления продольными силами, улуч-

шающие характеристики криволинейного движения автомобиля.

Помимо известных систем динамической стабилизации, которые

управляют тормозными механизмами и блокировкой дифференциа-

лов, используют системы с межколесным дифференциалом, при пол-

ной блокировке которого колеса вращаются с различными скоростя-

ми (Mitsubishi, Honda, Magna, BMW, Audi). Это позволяет увеличить

максимальные боковые реакции за счет перераспределения продоль-
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ных реакций, тем самым увеличивается макси-

мальная скорость выполнения маневра.

Для оценки эффективности подобных сис-

тем в статье рассмотрены следующие схемы

трансмиссии:

— 4 × 4 с симметричными межколесными

и межосевым дифференциалами;

— 4 × 4 с симметричным межосевым диф-

ференциалом и симметричным межколесным

дифференциалом на передней оси и принуди-

тельным заданием соотношения скоростей

вращения колес задней оси;

— 4 × 2 c симметричным межколесным

дифференциалом на задней оси;

— 4 × 2 с принудительным заданием соот-

ношения скоростей вращения колес задней

оси.

Исследования выполнены с помощью ими-

тационного математического моделирования.

Принято допущение, что движение происходит

по твердой ровной горизонтальной поверхно-

сти. Поэтому движение автомобиля моделиру-

ется как плоское движение твердого тела. Для

удобства составления уравнений вводится не-

сколько систем координат: неподвижная сис-

тема координат: O′x′y , подвижные системы ко-

ординат: Oxy, связанная с корпусом автомоби-

ля, и ¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i , связанная с i-м колесом. Расчет-

ная схема движения автомобиля представлена

на рис. 1.

Начало координат Oxy связано с центром

масс автомобиля, ось x направлена вдоль про-

дольной оси автомобиля, ось y — вдоль попе-

речной. Начало координат Oi¢xi¢yi¢ связано с про-

екцией центра i-го колеса на опорное основа-

ние, ось ¢¢x i направлена вдоль проекции

продольной плоскости колеса на основание,

ось ¢¢y i — вдоль проекции оси вращения колеса.

Движение автомобиля в системе координат

Oxy описывается следующей системой диффе-

ренциальных уравнений:
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где ax , a y — проекции вектора ускорения цент-

ра масс автомобиля (абсолютной производной
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Рис. 1. Схема поворота двухосного автомобиля с передними управляемыми колесами



от вектора скорости центра масс автомобиля);

J z — момент инерции автомобиля относитель-

но оси z; m — полная масса автомобиля; ωz —

угловая скорость автомобиля вокруг верти-

кальной оси; R i — вектор силы взаимодействия

i-го колеса с опорным основанием; Pw — силы

сопротивления воздуха; Mпki — момент сопро-

тивления повороту i-го колеса.

Силу сопротивления воздуха Pw принято

оценивать сосредоточенной силой, являющей-

ся равнодействующей всех составляющих силы

сопротивления воздуха, приложенной в точке,

называемой центром парусности [1]. Посколь-

ку скорость автомобиля в боковом направле-

нии мала, а ветром целесообразно пренебречь,

в модели учитывается только проекция силы

сопротивления воздуха на ось x, Pwx . Центр па-

русности расположен на высоте Hw от опорной

поверхности в продольной плоскости симмет-

рии автомобиля. Величина силы сопротивле-

ния воздуха определяется по формуле Бура:

P c F
V

wx x

x= ρв

2

2
, (2)

где c x — коэффициент аэродинамического со-

противления; F — площадь проекции на плос-

кость, перпендикулярную ее продольной оси;

ρв — плотность воздуха;V x — проекция вектора

скорости центра масс автомобиля на ось х сис-

темы координат Oxy.

Для вычисления проекций вектора скорости

центра масс V в системе Oxy интегрированием

необходимо определить относительную произ-

водную вектора

~
d

dt

V
, выраженную с помощью

формулы Бура [2]:

d
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где
r
ω — вектор угловой скорости поворота ав-

томобиля, а

~
d

dt
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x yV
i j= + .

На основании допущения о плоском движе-

нии автомобиля значения координат вектора

относительной производной от вектора скоро-

сти центра масс в системе Oxy определяются по

следующим формулам:

dV

dt
a V

x

x z y= +ω ;

dV

dt
a V

y

y z x= -ω ,

где V x и V y — проекции вектора скорости цент-

ра масс на оси системы координат Oxy.

Сила взаимодействия колеса с опорным ос-

нованием определяется согласно подходу, из-

ложенному в работе Ю.Л. Рождественского

и К.Ю. Машкова [3]. Отсюда следует, что сила

взаимодействия направлена в обратную сторо-

ну скорости скольжения. Скорость скольжения

определяется как векторная сумма переносной

Vпер и относительной Vотн скоростей точки ко-

леса, находящейся в контакте с опорным осно-

ванием и являющейся проекцией центра коле-

са на опорное основание:

V V Vск пер отн= + . (3)

Поскольку колеса передней оси автомобиля

управляемые, параметры взаимодействия i-го

колеса с опорным основанием удобней рас-

сматривать в подвижной системе координат

¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i , которая связана с i-м колесом. Рассмот-

рим i-е колесо автомобиля, расчетная схема ко-

торого представлена на рис. 2.

Переносной скоростью точки i-го колеса

V пер i
является скорость центра i-го колеса. По-
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Рис. 2. Расчетная схема сил и моментов,
действующих на колесо со стороны

опорной поверхности



скольку скорость какой-либо точки фигуры при

ее плоском движении равна векторной сумме

скорости полюса и относительной скорости

этой точки от вращения фигуры вокруг полюса,

V Vпер кi i
= +ωρ ,

где ρki
— радиус-вектор i-го колеса в системе

координат Oxy. Проекции вектора переносной

скорости на оси системы координат Oxy:

V V y

V V x

x x z

y y z

i i

i i

пер к

пер k

= -

= +

ω

ω

,

,

где x
iк , y

iк — координаты i-го колеса в системе

координат Oxy.

Проекции вектора переносной скорости на

оси системы координат ¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i :
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- + +ω θ ω θк к кsin cos ,

где θкi — угол поворота i-го колеса относитель-

но корпуса автомобиля.

Относительная скорость точки i-го колеса,

находящейся в контакте с опорным основани-

ем, Vотн i
определяется произведением угловой

скорости вращения колеса ωк i
и радиуса каче-

ния i-го колеса в свободном режиме r c iк . При-

нято допущение, что радиус качения в свобод-

ном режиме постоянный и равный для всех ко-

лес. Проекции вектора относительной

скорости на оси системы координат ¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i :
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на оси системы координат ¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i и его модуль

определяют по следующим выражениям:
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Сила взаимодействия определяется нор-

мальной реакцией и коэффициентом трения

частичного скольжения:

R Ri s zii
=µ ,

где µ s i
— коэффициент трения частичного

скольжения i-го колеса; Rzi — нормальная ре-

акция, которая действует на i-е колесо.

Коэффициент трения частичного скольже-

ния зависит от многих параметров, но основ-

ной является зависимость от коэффициента

скольжения Sк. Данная зависимость определя-

ется экспериментально для колеса и опорного

основания (рис. 3).

Коэффициент скольжения:

S
V

rк

с.к

к кc

=
ω

.

Проекции вектора силы взаимодействия

i-го колеса с опорным основанием на оси сис-

темы координат ¢¢ ¢¢ ¢¢O x yi i i имеет вид:

R Rx i ii¢¢ =- cos ;α

R Ry i ii¢¢ =- sinα ,

где

cos ;α= ¢¢V

V

xс.к

с.к

sinα=
¢¢V

V

yс.к

с.к

.
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Рис. 3. Зависимость коэффициента трения
частичного скольжения от коэффициента

скольжения



Проекции вектора силы взаимодействия

i-го колеса на оси системы координат Oxy:

R R Rx x yi i i
= -¢¢ ¢¢к кк кcos sin ,θ θ

R R Ry x yi i i i i
= +¢¢ ¢¢sin cosθ θк к .

Нормальные реакции колес перераспреде-

ляются вследствие действия силы сопротивле-

ния воздуха, моментов сопротивления каче-

нию колес и ускорения центра масс:
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где xi, yi — координаты i-го колеса в подвижной

системе координат Oxy; Hz — высота центра

масс автомобиля.

Предположив, что подвеска каждого колеса

эквивалентна идеальной линейной пружине

с жесткостью k, не сопротивляющейся попе-

речно, и пренебрегая динамикой колебаний

корпуса, можно получить следующее соотно-

шение:

R

k
z x y

zi

i i= + +
ì
í
î

tg tgϕ ψ. (5)

Совместное решение (4) и (5) позволяет оп-

ределить значения нормальных реакций.

Связь колеса с опорным основанием не яв-

ляется удерживающей. Если при решении

уравнений некоторые нормальные реакции по-

лучают отрицательные значения, это соответ-

ствует отрыву колес. В таком случае эти реак-

ции принимаются равными нулю и система ре-

шается заново.

Момент сопротивления качению i-го колеса

определяется выражением

M f R rf i zi оi i
= к , (6)

где f i — коэффициент сопротивления качению

i-го колеса, принимается постоянным и рав-

ным для всех колес; r оiк — радиус качения i-го

колеса в ведомом режиме.

В разработанной модели приложенный

к i-му колесу момент M
iк описывается выраже-

нием

M R r Mi x fi i
= +¢¢ д , (8)

где r
iд — динамический радиус i-го колеса.

Согласно [1], в среднем динамический ради-

ус мало отличается от статического rст , поэтому

принимается

r r
i iд ст const.= =

Момент сопротивления повороту обусловлен

скольжением отпечатка шины по опорной по-

верхности. При решении поставленной задачи

принимается допущение, что отпечаток колеса

имеет эллиптическую форму и ее изменением

под действием нормальной реакции можно

пренебречь. Величина момента сопротивления

поворота i-го колеса определяется по следую-

щей формуле[1]:
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здесь Мп iк max — момент сопротивления поворо-

ту i-го колеса на месте,
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где lк — длина отпечатка шины; Rпкi — радиус

траектории, по которой катится i-е колесо;

bк — ширина отпечатка шины.

Координаты (XП — смещение полюса пово-

рота, YП = RП — радиус поворота [1, 4]) мгно-

венного центра поворота находятся решением

системы алгебраических уравнений:
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Радиус траектории, по которой катится i-е

колесо, рассчитывается по формуле

( ) ( )R x X y Yп i i iк к П к П= - + -
2 2

.
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Для уменьшения бокового скольжения не-

управляемых колес центр поворота должен ле-

жать на задней оси. Если предположить, что

колеса жесткие в боковом направлении, то ми-

нимальное боковое скольжение всех колес бу-

дет обеспечено следующей взаимосвязью углов

и кинематического радиуса поворота:

R L
B

L
B

к ctg ctg= - = +α α1 32 2
,

где Rк — кинематический радиус поворота [1];

L — база автомобиля; α i — угол поворота i-го

колеса; В — ширина колеи автомобиля.

При расчетах параметров установившегося

движения принимаются следующие допуще-

ния:

1) двигатель поддерживает постоянную

частоту вращения без ограничения по крутя-

щему моменту;

2) маневр выполняется без переключения

передачи в коробке передач.

Трансмиссия с колесной формулой 4 × 4

с симметричными межколесными и межосе-

вым дифференциалами (рис. 4) описывается

следующей системой уравнений:
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где J ki — момент инерции i-го колеса; &ωтп —

угловое ускорение входного вала переднего

моста; &ωтз — угловое ускорение входного вала

заднего моста; J д — приведенный момент

инерции двигателя; J тп — приведенный к валу

переднего моста момент инерции деталей, свя-

занных с ним механически с постоянным пере-

даточным отношением; J тз — приведенный

к валу заднего моста момент инерции деталей,

связанных с ним механически с постоянным

передаточным отношением; M д — момент на

валу двигателя; M пм — момент на входном валу

переднего моста; M зм — момент на входном

валу заднего моста; &ω д — угловое ускорение

двигателя.

Трансмиссия с колесной формулой 4 × 4

с симметричным межосевым дифференциалом

и симметричным межколесным дифференциа-

лом на передней оси и принудительным зада-

нием соотношения скоростей вращения колес

задней оси (рис. 5) описывается следующей

системой уравнений:
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Рис. 4. Трансмиссия с колесной формулой 4 × 4
с симметричными межколесными и межосевым

дифференциалами
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где u — соотношение скоростей вращения ле-

вого и правого колес заднего моста.

Трансмиссия заднеприводного автомобиля

с колесной формулой 4 × 2 c симметричным

межколесным дифференциалом (рис. 6) опи-

сывается следующей системой уравнений:
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Рис. 5. Трансмиссия с колесной формулой 4 × 4
с симметричным межосевым дифференциалом

и симметричным межколесным дифференциалом
на передней оси и принудительным заданием

соотношения скоростей вращения колес
задней оси

Рис. 6. Трансмиссия с колесной формулой 4 × 2
c симметричным межколесным дифференциалом

Рис. 7. Трансмиссия с колесной формулой 4 ×2
с принудительным заданием соотношения скоростей

вращения колес задней оси



Трансмиссия с колесной формулой 4 × 2

с принудительным заданием соотношения ско-

ростей вращения колес задней оси (рис. 7) опи-

сывается системой уравнений вида
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Задаваемое соотношение определяется та-

ким образом, чтобы обеспечить минимальное

скольжение при качении колес по концентри-

ческим окружностям:

u
B

R

=
-

1

1
2 4

. (10)

Для построения функции минимального ра-

диуса, ограниченного заносом, определяют

фактический радиус поворота R и скорость ус-

тановившегося движения V при различных зада-

ваемых кинематических радиусах Rк = 4...110 м.

По результатам обобщения данных заездов

строится функция минимального радиуса по-

ворота, ограниченного заносом, от скорости

установившегося движения (рис. 8).

Основные технические характеристики ав-

томобиля, используемые в имитационной мо-

дели, представлены в табл. 1.

Таблица 1

Технические характеристики исследуемого автомобиля

№ Показатель Значение

1 Полная масса, кг 1500

2
Момент инерции машины относи-
тельно оси z, кг·м2 120

3 База, мм 2 800

4 Ширина колеи, мм 1 630

5
Расстояние от оси переднего колеса
до центра масс, мм

1 400

6 Высота центра масс, мм 400

7 Свободный радиус колеса, мм 280

8
Коэффициент аэродинамического со-
противления

0,8
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Рис. 8. Функция минимального радиуса поворота R(V) для автомобиля с различными видами трансмиссий:

а — 4 × 4 с симметричными межколесными и межосевым дифференциалами; б — 4 × 4 с симметричным межосевым
дифференциалом и симметричным межколесным дифференциалом на передней оси и принудительным заданием

соотношения скоростей вращения колес задней оси; в — 4 × 2 c симметричным межколесным дифференциалом на

задней оси; г — 4 × 2 с принудительным заданием соотношения скоростей вращения колес задней оси; д —
максимально возможная кривизна траектории, ограниченная максимальным значением коэффициента трения

скольжения ( )V gRкр = µmax



Таблица 2

Максимальные скорости прохождения поворота радиусом
120 м для различных схем трансмиссии автомобиля 4 ´4

Схема
трансмис-

сии

4×4 с симметричны-
ми межколесным

и межосевым диф-
ференциалами

4×4 с принудительным
заданием соотношения

скоростей вращения
колес задней оси

Vmax, км/ч 93,5 97,3

Таблица 3

Максимальные скорости прохождения поворота радиусом
120 м для различных схем трансмиссии автомобиля 4 2

Схема
трансмис-

сии

4×2 c симметричным
межколесным диффе-
ренциалом на задней

оси

4×2 с принудитель-
ным заданием соот-
ношения скоростей
вращения колес зад-

ней оси

Vmax, км/ч 94,7 99,3

Вывод

Из полученных зависимостей следует, что

принудительное задание соотношения скоро-

стей вращения колес задней оси для автомоби-

лей со схемами трансмиссий 4´4 и 4´2 при дви-

жении по ровной твердой горизонтальной по-

верхности позволяет повысить максимальную

скорость выполнения маневра в сравнении

с дифференциальной трансмиссией. При уста-

новившемся движении на высоких скоростях

преимущество для полноприводного автомо-

биля составляет 4%, для заднеприводного —

5% (см. табл. 2, табл. 3). На низких скоростях

движения (до 40 км/ч) установившиеся скоро-

сти движения одинаковы. Для более точной

и полной оценки трансмиссии с принудитель-

ным заданием соотношения скоростей враще-

ния колес необходимо провести исследование

поведения автомобиля при входе на поворот

и выходе из него.
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